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El hotel infinito del Sr. Hilbert

El hotel mas lujoso del mundo es un hotel para nameros naturales.

Cuentan que cuando se construyé, cada namero natural 1,2, 3, ... tenia su propia
habitacion. Sin embargo, se habian olvidado de 0.

iSera posible darle a 0 su propia habitacién?
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Loégica



Definicién — Proposicién Légica

Definicién (Proposicién Légica)
Por proposicion légica entenderemos cualquier afirmacion susceptible a ser
verdadera o falsa.

Ejemplos:
e “Llueve en Valparaiso.”
e “Hoy es lunes.”

e “La légica matematica es muy dificil.”

Las proposiciones se denotan por letras mindsculas: p,q,r, ...
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Definicion — Proposiciones Equivalentes

Definicién (Proposiciones Equivalentes)

Dadas dos proposiciones p y q diremos que son equivalentes si tienen el mismo
valor de verdad. Se denota p < q.

plalpeg
VIiv| v
VIF| F
FIv| F
FIF| Vv
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Definicion — Negacién

Definicién (Negacion)
Dada una proposicién p, su negacion p es la proposicion que tiene siempre el
valor de verdad contrario al de p.

<
< | M|
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Definicién — Conjuncién

Definicién (Conjuncién)
La conjuncién p A q es verdadera si y sélo si p y q son ambas verdaderas
simultaneamente.

T < <3
i< | <|<
mmm<| >
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Definicion — Disyuncién

Definicién (Disyuncién)
La disyuncion p V q es verdadera si al menos una de las proposiciones es
verdadera.

T < <3
i< | <|<
TniI<I< I <<

El tamafio del Infinito 8/84



Definicién — Implicancia

Definicién (Implicancia)

Decimos que p implica g, denotado p = q, si cada vez que p es verdadera, q
también lo es.

plalp=gq
VIiv] v
VIF| F
Flv| Vv
FIF| Vv
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Algunas Leyes de la légica



Proposicién

Sean p, q proposiciones légicas. Entonces:

lL.pAq&pVg y pVgespAg (De Morgan)
Demostracion:
2| 3| malonl® [ 3| B3
v | v Vv F T 3 F
HHOHEEE
v E v v
clel g \VJV v v

El tamafio del Infinito 11/84



Proposicién

Sean p, q,r proposiciones légicas. Entonces:
L.pA(gVT)e (pAq) V(pAT
pV (@A) STV APVT)

Demostracion:
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Proposicién

Sean p, q,r proposiciones logicas. Entonces:

Lip=agnrlg=r)]=@=r), (Transitividad)
Demostracion:
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Proposicién

Sean p, q,r proposiciones logica ces:
L [(p=a)A(a=p)

ThN— ——

(Doble implicancia)

Demostracion:
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. ., 1 -
Una primera demostracién formal %I(._
) A ’

Proposicién

V/2 no es un nimero racional. @'L&() = ln®s Gt |
2
Demostracion: 2Lk 2&')* ‘
Svpresms s Gt (z 21’/‘—4_ [Gn P % pws
(VLB %
2

T 6= L 2o 7223 > pap
% Y

7_
iw-l-«.aq p= 2k ) /ﬁ}: (ze) ?]C.D az: 2[,1
- =D f oy
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Demostracion:
LRy bee b

2
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Conjuntos



Definicién (Conjunto)

Por conjunto entenderemos una coleccion de objetos previamente definidos y
diferenciables entre si, a los que llamaremos elementos.
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Definicién (Conjunto)
Por conjunto entenderemos una coleccion de objetos previamente definidos y
diferenciables entre si, a los que llamaremos elementos.

Ejemplos: {a/b_gl, {1,2,3,4,5}, {planetas del sistema solar}.

(
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Definicién (Conjunto)
Por conjunto entenderemos una coleccion de objetos previamente definidos y
diferenciables entre si, a los que llamaremos elementos.

Ejemplos: {a,b,c}, {1,2,3,4,5}, {planetas del sistema solar}.

Los conjuntos se denotan con mayusculas (A, B, C,...) y los elementos con mintsculas
(a,b,c,...). Un conjunto puede describirse por extension (listando elementos) o por

comprension (enunciando una propiedad).
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Conjuntos numeéricos importantes

Los siguientes corresponden a ejemplos de conjuntos numéricos:

1. El conjunto de los nameros naturales {0, 1,2, ...}, que denotaremos N.

2. El conjunto de los nameros enteros {...,—2,—1,0,1,2,. .-
denotaremos L.

3. El conjunto de los nimeros racionales {p/q : p,q € Z,q # 0} que
denotaremos Q. -

4. El conjunto de los nimeros reales, que denotaremos R.
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Definicién (lgualdad de Conjuntos)

Dados A y B, decimos que A = B si contienen los mismos elementos:

A=B & [Vz)zc A=z e Bl A [(Vz)ze B>z c Al

= — _ -_— —

> ey & (x e%)
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Definicién (lgualdad de Conjuntos)

Dados A y B, decimos que A = B si contienen los mismos elementos:

A=B & [Vz)z€e A=z€B] A [(Vz)z € B=1z € A].

Ejemplo: El conjunto N y el conjunto {z € Z : z > 0} son iguales.
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Definicién (lgualdad de Conjuntos)

Dados A y B, decimos que A = B si contienen los mismos elementos:

A=B & [Vz)z€e A=z€B] A [(Vz)z € B=1z € A].

Ejemplo: El conjunto N y el conjunto {z € Z: z > 0} son iguales.

Definicion (Conjunto Vacio)

El conjunto vacio, denotado (), es el conjunto que no contiene ningiin elemento.

43:_ ),o(‘.)(eqltvll
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Definicién (Inclusion)
Dados A y B, decimos que A C B (“A esta incluido en B") si todo elemento de
A pertenece también a B:

AcC B <((Vz e )éeB.;

0

Figura: Diagrama de Venn para la inclusiéon: A C B.

Ejemplo: Se tiene la siguiente cadena de inclusions: N C Z € Q C R.
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Proposicién

Sean A, B, C' conjuntos. Entonces:

1. A=BAB=C)=A=C.
2. AC A. ‘

—
3. 0 C A.
4 (AcBABCCO)=ACC.
5.  ACBANBCA)=A=B.

Demostracion:
{)C Nes Yaed = xehA
F

El tamafio del Infinito 22 /84



Demostracion:
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Definicion (Las partes de un conjunto)

Dados un conjuntos A, llamaremos conjunto de las partes de A, o
simplemente las partes de A, al conjunto que reiine a todos los subconjuntos de
A. Se puede denotar por P4 o por 24,
Ejemplo: Sea A = {a,b, ¢},
24 = b b b b .

{0, {a}, {0}, {cb {a. b {a e}, {b, e}, {a, b, c}}
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Operaciones con Conjuntos



Definicion (Unién)

Dados dos conjuntos A y B, la unién de ellos, denotada como AU B, consiste en
el conjunto que contiene todos los elementos que estan al menos en uno de los
dos conjuntos. Es decir:

AUB={zx:zx€ AVzx e B}

Ejemplo: {a,b,c} U{e,d, f} ={a,b,c,e,d, f}.
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Definicion (Interseccién)

Dados dos conjuntos A y B, la interseccion de ellos, denotada como AN B,
consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que estan
simultaneamente en ambos conjuntos. Es decir:

AnNB={x:x€ ANz € B}.

Ejemplo:{a,b,c} N{e,d, f} =0, ZNN =N, {a,b,c} N {a,e,g, f} = {a}.
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Sean A, B, C' conjuntos. Entonces:

1. AnB=BnNA.
AUuB=BUA.

2. (ANB)NC=ANn(BNQO).
(AUB)UC =AU (BUC)

3. (ANB)UC=(AuC)n(BUCQ).
(AUB)NC =(ANnC)Uu(BNCQC)

4. ANBCACAUB.

Demostracion:
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Demostracion:
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Sea A un conjunto incluido en un universo U. Demuestre que:

1. AUA=A. 3. AU = A. 5. AuU =U.
2. ANA=A. 4. AN =A0. 6. ANU = A.

Solucién:
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Sean - luntos, que:
1(AcC,BCcCAAUBCC.

2 ACBACC = ACBTC,

Solucién:
gV‘leV\LM/\,) &(‘M{ Ac C / B¢C ‘7 %e/ueww_g
?N(Af\/\ o\,wg AUV QS'
Sea e AUB & XepA V X
=) Xe C v Xe

= Xel.
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Definicién (Diferencia)

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de A menos B, denotada como A\ B,
consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que estan en A, pero no
estan en B. Es decir:

AB={z:x€ ANz ¢ B}.

Ejemplo: {a,b,c}\{e,d, f} ={a,b,c}, Z\N={..., -2, -1},
{a’7 b7 c}\{a7€>g7f} = {b7 C}'
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Definicién (Complemento)

Dado un conjunto universo U y un conjunto A C U, el complemento de A,
denotado como A€, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que
estan en U, pero no estan en A. Es decir:

A° = U\A.

En el caso de que el conjunto universo se infiere del contexto, se suele escribir

A= {z ¢ A,

Ejemplo: Si el universo es el alfabeto latino, {consonantes}® = {a, e, i,0,u}.
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Proposicién
Sean A, B conjuntos. Entonces:
1. (AN B)= A°U B“.
(AU B)® = A°U B°.
[2. AC B= B°C A°.

3. (A% =A
4. AU A =U.
AN Ac = 0.

Demostracion:
£)Sem X (A(lf'ﬂcézb X%@(\B) D ¥4 {‘3 YeAA l&e'g1]
D Xe {9: Y eA vyd €Y

Xe \V\ Yed ¢ 9e®)
& Xe P\<UQQ, 34/84
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Demostracion:

Sea. Xe MNURT = xeA™ v xer©
= X4k VxdR
= X¢ A%
& xe (aaDT

ASUBT = (and).
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Demostracion:
(b2 )

s xe B -’9$4@[PW fre
o XEA D K€ A
o5t KeU = U =(A)
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Definicion (Diferencia Simétrica)

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica entre A y B, denotada como
ANAB, consiste en el conjunto que contiene todos los elementos que: estan en A,
pero no estan en B, o bien, estan en B, pero no estan en A. Es decir:

AAB={z:(r € ANz ¢ B)V(re BNz ¢ A)}.

Ejemplo:ZAN = {..., =2, -1}, {a,b,c}N{a,e, g, f} = {b,c,e,q, [}
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Definicién (Producto Cruz (o Cartesiano))

Dados dos conjuntos A y B, el producto cruz entre ellos, denotado como A x B,
consiste en el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) que se pueden
construir considerando a € A y b € B. Es decir

Ax B={(z,y):x € A, x € B}.
Ejemplo:{0,1} x {a,b,c} = {(0,a), (0,b),(0,¢),(1,a),(1,b),(1,¢)}.
* A
~

. S
— —— L_i_jﬂ{o\

El tamafio del Infinito 37/84




Operaciones con una cantidad arbitraria de conjuntos

Sea I un conjunto cualquiera, tal que para todo ¢ E@Ai es un conjunto. Se

define:
UA;%aQ%G]MEA&

el

mientras que
(Ai={a: (VieI)aec A}
el
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Operaciones con una cantidad arbitraria de conjuntos

Por otro lado, el producto cruz se puede definir entre una cantidad finita de
conjuntos Ay, ..., A,, como el conjunto de todas las listas ordenadas de tamafio
n tales que el i-ésimo elemento pertenece a A;. Es decir:

A1><...xAn:{(al,...,an!:aleAl,...,anEAn}.

Formalmente, A; x ... x A,, se puede definir inductivamente para n > 2 como

Ay X oo x Ay = (A X X Ayq) XA,
w

El tamafio del Infinito 39/84



\ + k[»’ﬂm

Funciones



Definicion (Funcién)
Sean A, B conjuntos, una funcién f : A — B, corresponde a un subconjunto de
A x B que satisface:

(Va € A)(3b e B) (a,b) € f.

((a,0) € fA(a,c) € f)=b=c | \?
En palabras, a cada efemento de A, [ asocia a lo mas mlemento de B.

Ejemplo: f = {(0,a),(1,b)} es una funcién desde {0,1} a {a,b, ¢}, mientras
que g = {(070’)7 (07 C), (]-7 b)} no lo es.
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Representaciones de funciones

) z | g(v)
<’D\\ a 8 “
i) o ¢
N/ 1 b
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Definicion (Composicién de funciones)

Sean A, B, C' conjuntos, una funcién f : A — B y una funcién g : B — C. Se
define la composicion de f y g, denotada por g o f, como

gof : A->C
(gof)la) = g(f(a)).

] ] A
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Inyectividad, sobreyectividad y biyectividad



_\ / Poa=x%

_—&A\ L& = %

Definicion (Funcién Inyectiva)

Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Se dice que f es inyectiva, si

(Va,d € 4) f(a)

En palabras, a elementos distintos de A, f asocia elementos distintos de B.

fld)=a=4d.

——
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Definicion (Funcién Sobreyectiva)

Sean A, B conjuntos y [ : A — B_una funcién. Se dice que | es sobreyectiva, si

b€ B) (facA)fla) =0

S—

En palabras, cada elemento de B esta asociados al menos a un elemento de A.
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Definicion (Funcién Biyectiva)

Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Se dice que f es biyectiva, si es
inyectiva y sobreyectiva a la vez.
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Definicion (Funcién Inversa)

Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcion. Si f es biyectiva, se define la
funcién inversa de f, denotada por [~ T, por:

ft : B—o A
Fh=a & fl@)=b
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Ejemplo: Sean A = {a, b, ¢, d,‘e} y B = {M Considere f: A — B:

La funcién f no es inyectiva porque f(a) = f(e), y no es sobreyectiva porque ¢

x| f(z)
a| o
B

C Y
il s
ANEY)

no es asociado a ningln elemento de A.
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Ejemplo: Sean A = {a,b,c,d,e} y B={«a,(3,7,d,¢}. Considere g: A — B
v—

Por otro lado, la funcién g es biyectiva y por lo tanto podemos definir su inversa:

El tamafio del Infinito

g(

)

olala|de |

AR || O

m | |2 TR [
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Ejercicio
Sea f: N — N, dada por f(n) = 2n. Muestre que f es inyectiva, pero no es
sobreyectiva.

Solucion:

Su ponJansS Yo _C_(V\\ = £im)
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Ejercicio
Sea f:7Z — N, dada por

z>0
f(z):{2]z—|—1 z < 0.

—

Muestre que f es biyectiva.

Solucion:
Solane %OEVL ek * Tw')w'\—vvu}-f-fl s
Yoer: 2m = Q—(V\\ {’('Z) (=)

LR\ e

\wpasns 291 = £(n) Tk

Conoe L0
El tamafio del Infinito /2(%{ %: /l W .
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Ejercicio
Sea f: N x N — N, dada por

fn,m) =n+m.
Muestre que f es sobreyectiva pero no inyectiva.

Solucién:
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Proposicién

Sean A, B y C conjuntos y f : A — B, g : B — C funciones. Entonces:

1.

Si f y g son inyectivas, entonces (g o f) es inyectiva.

2. Si f y g son sobreyectivas, entonces (g o f) es sobreyectiva.
3. Si f y g son biyectivas, entonces (g o f) es biyectiva.

4.

5. Si(go f) es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Si(go f) es inyectiva, entonces f es inyectiva.
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Demostracion:

A\ oa - 0),93\_ “ W\\M_,Jh\/o\ , Sabeass L 4 9 ing,
Svp + ()00 = (opet) )
3 (49) = 9(4y))

"8 Loy 1)
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Demostracion
A R T
SupenSamor que 4w a0 tgechve
ar’ilj?_:: % A feaz L)
=) %C@CA\"%@T—

(G0 Get) ) S ot

S p wo ixy.
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Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Si A’ C A, se define la imagen
de A’ a través de [ por

Notese que
@(A") & (FaeA)fla) =",

o= X" £ (e) ={o:0)
LE,) = Tad)

El tamafio del Infinito 56 / 84



Definicién (Preimagen de un conjunto)

Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcion.Si B' C B, se define la preimagen
de B’ a través de f por

f'(B):={acA: f(a) € B}.

(e 1B @@ B

N

Notese que
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Ejemplo:Sean A = {a,b,c,d,e} y B ={«, 3,7, 0,¢}. Considere la funcién
f: A— B dada por:

z | f(z)
a| «
bl B
c Y
d| o
oy«

Entonces: f ({a,b,c}) = {Ofa 8,7} JZ({G> e}) = {a}, f_l({CV?B‘}) = {CL_, b, e} y
) @ - -
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Ejercicio
Sea f: N x N — N, dada por

f(n,m)=n-m.

Encuentre ffl({(?}), f1({10}), fwﬁ NxN:n=m}).

Solucién:

SR ERICANCLI
- ? Ca o), (0(193 /q((deﬂo)
¢ et) = SGe, (a0 (o) (2]
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Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Entonces:
1. Si Ay, Ay son subconjuntos de A 'y Ay C As, entonces:

f(A) C f(A2).

2. 5i Ay, ..., A, son subconjuntos de A, entonces:

f (U&) =Uf<Ai>-
f (ﬂ&) C ﬂf(Az)
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Demostracion:
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Proposicién

Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién. Entonces:
1. Si By, By son subconjuntos de B y By C By, entonces:

fH(By) C [ (B).

2. Si By,...,B, son subconjuntos de B, entonces:
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Demostracion:

2) e i £0(g 08 = FB)UFB)

Sea & £ S}pr(ﬂl(}%,)(:) £a) ¢ B UB,
A L e B N fHa)e B
& ac§®) v ae £(R)

= a € ('\(C‘X\ U %"C‘Bz,\,
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Cardinal de un Conjunto



Ovejas, piedras y pastores

#17 :
0 W =
\f' < A . ;
a < s &g
v OIS

)
L) )

Para definir una nocién de tamafio que pueda utilizarse con conjuntos infinitos, lo
que haremos sera definir el cardinal de un conjunto comparandolo con otro.
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Definicién (Cardinal de un conjunto)

Dados dos conjuntos A y B, diremos que:

1.

El cardinal A y B son iguales, lo que denotaremos como |A| = |B|, si existe

una funcién biyectiva f : A — B.

El cardinal de A es menor o igual que el cardinal de B, lo que denotaremos
como |A| < |B|, si existe una funcién inyectiva f : A — B.

El cardinal de A es menor estricto que el cardinal de B, lo que denotaremos
como |A| < |B|, si |A| < |B| pero |A| # |B].
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Ejemplo:Los conjuntos que aparecen a continuacién tienen el mismo cardinal,
pues se puede construir una biyeccién entre ellos:

ot (o)
(#)
it ()
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Ejemplo: Si a,b € R, y a < b, entonces [a, b] tiene el mismo cardinal que [0, 1].
En efecto, sea la funcién f : [a,b] — [0, 1] dada por

r—a a {‘ - -
q<x) b—a’ i

— ~—_7 J/Gt b

Veamos que [ es biyectiva.

Inyectividad: Si f(z) = f(y), entonces ;=2 = ==, de donde se puede despejar
x =y, que es lo que se queria probar.

Sobreyectividad: Sea y € [0, 1], entonces a + (b — a)y € [a, b] y ademas
fla+ (b—a)y) =y, por lo tanto f es sobreyectiva.

En conclusién, existe una biyeccién entre [a,b] y [0,1], y por lo tanto ambos
conjuntos tienen el mismo cardinal.

Koo Ly e x= ot e
-

o~ .
0 bY \
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Demostracion:

El tamafio del Infinito 61 /84



Definicién (Conjunto Finito)

Diremos que un conjunto A es finito si existe un n € N tal que
Al = {1,2,...,n}|.
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Proposicién (Propiedades del Cardinal de un Conjunto)

Sean A, B, C' conjuntos. Entonces:
1. |A| < |A].
2. Si|A| < |B| y|B| <|C|, entonces |A| < |C].
3. Si|A|<|B|y|B| < |A
7~ Cantor - Schréeder)
&)Si A C B, entonces |A| < |B.
5. |A| < |24
—_

, entonces |A| = |B|. (Teorema de Bernstein -

(Teorema de Cantor).
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Demostracion:
A> Brerenao s (:w,\am e D ¥A—-——\A
oG omgechVe My fre) :
“K_CA) = O-
En deter 2= £0) & & <=b

* b
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A [Ale 8l A [Ble 1O pla s [Allc)
Clows  omomectes  une \2‘,_ \ny . &A-\c?
Cowo WL 1Bl =5 3 { AR g dhea

\%\5 \C’\ =) :J %, T RAOC (mauA’L.mo_,



Demostracion:

) |al < [2%)
N e-\m\; " "
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Demostracion:
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Conjuntos numerables



Definicion (Conjunto Numerable)

Diremos que un conjunto es numerable si tiene el mismo cardinal que N.
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Proposicién

7, es numerable.

Demostracion:
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Proposicién

N x N es numerable.
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Demostracion:
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Corolario
Q es numerable.
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Corolario

Para todon € N, si Ay, ..., A, son conjuntos numerables, entonces
A X Ay X ... x A, es numerable.

Demostracion:
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Proposicién

Si para cadan € N, A,, es un conjunto numerable, entonces

Ay

es numerable.

Demostracion:

El tamafio del Infinito 78 /84



Conjuntos no numerables



Proposicién

2N es no numerable.

Demostracion:
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Proposicién

[0, 1] es no numerable.

Demostracion:
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Corolario

R es no numerable.

Demostracion:
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La Hipétesis del Continuo

Sabemos que |N| < |R|.

Pregunta (Hilbert, 1900)

i Existe un conjunto cuyo cardinal sea estrictamente mayor que |N| y
estrictamente menor que |R|?

La respuesta lleg6 en dos etapas: Godel (1940) y Cohen (1963) mostraron que esta
hipétesis es independiente de los axiomas estandar de la teoria de conjuntos. No puede
ni probarse ni refutarse.
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“No es ninguna molestia explicarle qué pienso
del infinito . ..
en el fondo no creo que exista el infinito.”

Mario Benedetti



