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La incertidumbre y la probabilidad

↭ ¿Cómo estará el clima mañana?

↭ ¿Va a subir el precio de una acción en la bolsa?

↭ ¿Es posible predecir el movimiento de una partícula
subatómica?

↭ Si detenemos un juego de cartas a la mitad ¿quién debería
llevarse el dinero de las apuestas?
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Noción clásica de probabilidad

Consideremos un experimento con {r1, r2, . . . , rn} resultados
posibles, todos de ellos igualmente factibles. Dado un subconjunto
R → {r1, r2, . . . , rn}, diremos que la probabilidad de R , que
denotaremos por P(R), se calcula como:

P(R) =
#{R}

#{r1, r2, . . . , rn}
.
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Ejemplo: Lanzamiento de monedas



Ejemplo: Lanzamiento de dados



Ejemplo: Entendiendo el poquer

Figura: Fuente: Wikipedia



PAES M1-2024



PAES M1-2024

-



PAES M1-2024

~
-

00D



Ejemplo: Una apuesta sobre cumpleaños

En un grupo de n personas ¿cuál es la probabilidad de que dos
personas estén de cumpleaños el mismo día?



Principio básico del conteo

Supuestos:
↭ Se realizan dos experimentos: E1 y E2.
↭ E1 tiene N1 resultados posibles.
↭ Por cada resultado de E1, E2 tiene N2 resultados posibles.

Conclusión:
↭ El experimento que consiste en realizar simultáneamente E1 y

E2, el que denotamos como E1 ↑ E2, tiene N1 ↑ N2 resultados
posibles.
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Ejemplo

Supongamos que en un colegio hay dos cuartos medios. En el
cuarto medio A hay 25 estudiantes, mientras que en el cuarto medio
B hay 31 estudiantes. Se debe escoger uno de cada curso para un
desafío de Mario Kart. ¿Cuál es el número de posibles desafíos?

# Desatios : Es :Ex

·



Principio del conteo generalizado

↭ K experimentos Ei , i = 1, . . . ,N.
↭ E1 puede terminar en N1 resultados posibles.
↭ Por cada resultado de E1, E2 tiene N2 resultados posibles.
↭ Por cada resultado de E1 ↑ E2, E3 tiene N3 resultados posibles.
↭ Por cada resultado de E1 ↑ E2 ↑ E3, E4 tiene N4 resultados

posibles.
...
↭ Por cada resultado de E1 ↑ E2 ↑ . . .↑ EK→1, EK tiene NK

resultados posibles.

Entonces E1 ↑ . . .↑ EK , tiene N1 ↑ . . .↑ NK resultados posibles.



Ejemplo

¿Cuántas palabras de K caracteres es posible formar?

↳ 26 ... Es

# Palabras : 2676
: 26 = 26



Permutaciones

Dados N objetos, una permutación corresponde a una forma de
ordenarlos. ¿Cuántas permutaciones de es posible construir con N
objetos distintos?

*E
# Permutaciones = N .CN-1. (N-2)... d

= N!: NCN-11 !

1 1
= 1 3 !: 6 S?= 120

&

2 ! = 2 4! = 24 6! 7 20



Tuplas

Una tupla es una lista ordenada de objetos. ¿Cuántas tuplas de
tamaño K es posible construir con N objetos distintos?

* .. N

# Tu plan = N . Ca-1(n-2) ... (N - k + 1)

Ni
=in !



Subconjuntos

¿Cuántos conjuntos de tamaño K es posible construir con N
objetos distintos?

Llamemos N(N ,K)

# Tu plan (N , k) = N(N , R) .
#Permutaciones (2)

*= N(N , K) . k !

N(N
, k)= = (n)



Ejemplo

Consideremos que en un curso hay 25 estudiantes locales y 5
estudiantes de intercambio. ¿Cuántos grupos de 6 integrantes es
posible formar si en cada grupo debe haber un estudiante de
intercambio?

E
# =5

= 25 . 23 . 22 . 21 :
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Paradoja del cumpleaños

¿En un grupo con N personas, cuál es la probabilidad de que dos
personas estén de cumpleaños el mismo día del año?

Tuplas de famaño N
, con 36

posibilidades para cada posición.

A = we 91 ... 3663 : Eitj : Wi = Wil

A = iw = 11 . - 16/: Vitj : Nitw!



P(A)=ES
.

3SV:-N

=
- s ex

Y = /163
n= 1 N - 1

=*n = 1

-

: P(A) 1-e





Definición (Medida de Probabilidad)
Sea ! un conjunto no vacío, F → P(!) una familia adecuada de
subconjuntos de !. Diremos que P : F ↑ [0, 1] es medida de
probabilidad si satisface:

1. P(!) = 1.
2. ↓{An}n→N → F , tal que An ↔ Am = ↗ si m ↘= n, se tiene que

P

(
⋃

n

An

)
=

↑∑

n=0

P(An).-
⑮
#



Propiedades elementales de P

1. (↓A ≃ F) , P(Ac) = 1 ⇐ P(A).
2. (↓A,B ≃ F) , P(A) = P(A ↔ B) + P(A ↔ Bc).
3. (↓A,B ≃ F) , P(A ⇒ B) = P(A) + P(B)⇐ P(A ↔ B).

-

-

m = AVA-

·) = P() + PAS1

er : PA) = 1 - PC)
.



·
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A = AlBV AlBS

· IP(A)= (AND) + 1P(A1B)



Regla de las probabilidades totales

Sea {An}n→N → F , una partición de !, es decir An ↔ Am = ↗ si
m ↘= n y

⋃
n An = !. Entonces, ↓B ≃ F :

P(B) =
∑

n

P (B ↔ An) .

#



Espacios equiprobables

Sea ! = {ω1, . . . ,ωN} un conjunto finito. Sobre ! podemos definir
un espacio de probabilidad, con F = P(!) y en el cual cada
elemento tiene la misma probabilidad, es decir:

↓ω ≃ ! :, P({ω}) = c ,

donde c ≃ [0, 1].

Proposición
1. ↓ω ≃ !, P({ω}) = 1/N.
2. ↓A ≃ F , P(A) = #A/N.

&

-

⑦

-

-



Independencia

Diremos que A,B ≃ F son independientes (A ⇑ B) si

P (A ↔ B) = P (A)P (B) .

Proposición
1. Si P(A) = 0 o P(A) = 1, entonces A ⇑ B para todo B ≃ F .
2. Si A ⇑ B , entonces Ac ⇑ B , A ⇑ Bc y Ac ⇑ Bc .

-

-

E
- ----



Ejemplo

Al lanzar dos dados equilibrados, sean los eventos:

A = {la suma de los dados es 7},
B = {la suma de los dados es 5},

C = {el primer dado es 4}.
Entonces A ⇑ C , pero C ↘⇑ B .

(A)=
2 3 45. 678 P(B) = Y = 4: 5. 6789"F 5. 678910 P(C) = E = t

6 7 0910 11

6 789101112

PE =PA



Probabilidad Condicional

Si B ≃ F cumple P(B) > 0, podemos definir:

P (A|B) = P (A ↔ B)

P (B)
.

Notemos que:
1. Si A ⇑ B , entonces P (A|B) = P (A).
2. Si llamamos PB (·) := P (·|B), PB es una medida de

probabilidad.

O P(A1B)[ = P(A/B)-P(B)

&
En efecto : ALB : PA/B) =P

=I



Ejemplo

Al lanzar dos dados equilibrados, sean los eventos:

A = {la suma de los dados es 7},
B = {la suma de los dados es 5},

C = {el primer dado es 4}.
Calcular P (C |B).

CB) =P
=
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↳
N

-> A B

O S : Sacon fichenegr.

C = Escoger de la caja A

P(s) = P(sn) +p
= P(S(c) · IP(c)= = i



Teorema de Bayes

Sean A,B ≃ F tales que P(A) > 0, P(B) > 0. Entonces:

P (A|B) = P (B |A)P(A)
P (B)

Si {Bi : i = 1, . . . , n} es una partición, entonces:

P(A) =
n∑

i=1

P (A|Bi )P(Bi )

P(Bj |A) =
P (A|Bj)P(Bj)∑n
i=1 P (A|Bi )P(Bi )

⑤

PIBA) = PAB)-
P()

P(A/R) =4 :P



Examen de Covid,

P = /El examen es portivos.
E = / Tengo covid)

P(E/P) = MIP/EC
P(P) = P(P1E) + P/P

.

MEC)
= P(P/E) . IPLE) + 1P(P/EC) .(1-IP(El)

(E/P)=09000599= 5 :0



Ejemplo

Se propone un juego en dos etapas:
1. Se lanza un dado equilibrado de seis caras.
2. Se lanza tantas monedas equilibradas como indique el dado.
1. ¿Cuál es la probabilidad de obtener tres caras?
2. Si sabemos que obtuvimos 3 caras ¿Cuál es la probabilidad de

haber sacado 4 en el dado?
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* (T = (3):
=

56

CF = (3)=
P= =

= 10
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Definición (Variable Aleatoria)
Sea (!,F ,P) un espacio de probabilidad, una variable aleatoria
X es una función definida en ! y que toma valores en R. Es decir,

X : ! → R.

-

+



Ejemplo:

Consideremos el experimento de lanzar 4 monedas equilibradas. Si
X el número de caras obtenidas, entonces X es una variable
aleatoria.

Fi(C,5, S
,
5)

(5
,
C

,5,
5) ?

(5
,
5

,
2

,5 1 4/16
I(S

, S
,
S

,
c)

↑( > 5.
000.000) =0



Ejemplo:

Consideremos el experimento de lanzar 2 dados equilibrados. Si Z
es la suma de los números obtenidos en la cara superior de cada
dado, entonces Z es una variable aleatoria.



La gran idea: ! no es observable

En general, ! no es observable, y por lo tanto no podemos
determinar el valor que toma X en ω ↑ !, pues típicamente ni
siquiera sabemos quien es ω.

Lo que si conoceremos es la ley de probabilidades que X induce
en R:

Sea A ↓ R:

P (X ↑ A) = P ({ω ↑ ! : X (ω) ↑ A}) .

x =
-2) = 0



Variables aleatorias discretas

Dada una v.a. X , llamaremos soporte de X al conjunto:

SX := {a ↑ R : P(X = a) > 0}.

Se puede demostrar que SX = {a0, . . . , an, . . . , }.

Definición (Variable Aleatoria Discreta)
Una v.a. X se dirá discreta, si

→∑

n=0

P (X = an) = 1.

Entonces:
P(X ↑ A) =

∑

an↑A
P(X = an).

En particular, P(X ↑ A) = 0, si A ↔ SX = ↗.



Función de masa de probabilidad

Dada una v.a. discreta X , llamaremos función de masa de
probabilidad, la que denotaremos por pX : R → ↘, a la función
dada por

pX (a) = P (X = a) .

Notemos que:

pX (a) = 0, si a /↑ SX .
→∑

n=0

pX (an) = 1.



Ejemplo

Sea X la variable aleatoria discreta que tiene la siguiente función de
masa de probabilidad

k 2 4 6 8 10 12
P(X = k) 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/32

Calcule:
↭ La probabilidad de que X sea menor que 9.
↭ La probabilidad de que X sea mayor que 5.
↭ la probabilidad de que X sea mayor que 7, pero menor que 11.

9
E

-

in---

PIX a impart = 0

#(X <9) = p(X = 2 v X = y vx= 6 vx=0)

= 15/13
P(X >5) = 14 4) (7X1



Ejemplo

Encuentre la función de masa de probabilidad de las variables
aleatorias X y Z de los ejemplos anteriores.



Valor esperado

La esperanza, valor esperado o media de una variable aleatoria
discreta X está dada por

E[X ] :=
∑

a↑Sx

apX (a) =
∑

a↑Sx

aP(X = a)

Si g : R → R es una función adecuada (e.g. continua), entonces
g(X ) es también una variable aleatoria y

E[g(X )] :=
∑

a↑Sx

g(a)pX (a),

en particular si g(x) = xk , llamamos momento de orden k de X a

E[X k ] :=
∑

a↑Sx

xkpX (a).

-

- ElEY-

-E



Ejemplo

Sea X la variable aleatoria discreta que tiene la siguiente función de
masa de probabilidad

k 2 4 6 8 10 12
P(X = k) 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/32

Calcule E[X ], Var[X ] y E[X 4].
-

E(X)=++
+T

=1
= 35



Vm(X) = E)(X -m(2)

= (2 -m)1 + (4-m)?
+ (6 -mRy + (0 - m) 24
-> (10-m)1 + (R -mP

32

Sim =

u + * + 1 + 3 +b
= 2 + 1 + 1 + 36 + 2

32
= 5+= 6
SDF ~ 2 .5
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Propiedad

Sea X una v.a. y a, b ↑ R. Entonces:

E[aX + b] = aE[X ] + b



Varianza de una variable aleatoria discreta

Dada una variable aleatoria X con media µ, se define:
↭ La varianza de X como

Var(X ) = E[(X ≃ µ)2].

↭ La desviación estándar de X por SD(X ) :=
√

Var(X ).
Propiedades:
↭ Var(X ) = E[X 2]≃ µ2.
↭ Sean a, b ↑ R: Var(aX + b) = a2 Var(X )



Variables clásicas: Bernoulli

Diremos que X es una v.a. de Bernoulli de parámetro p ↑ [0, 1] si

pX (k) = (1 ≃ p)1↓kpk , k ↑ {0, 1}.

Encontrar: E[X ],Var[X ].



Variables clásicas: Binomial

Diremos que X es una v.a. Binomial de parámetros n ⇐ 1 y
p ↑ [0, 1] si

pX (k) =

(
n

k

)
(1 ≃ p)n↓kpk , k ↑ {0, 1, . . . , n}.

Se puede demostrar que: E[X ] = np y Var[X ] = np(1 ≃ p).
Ejemplo: Si n = 5 y p = 1/2:
↭ Calcule E[X ] y Var[X ].
↭ Calcule P(X > E[X ]).

O
-

->

1-1-m

#i?.
"E


