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CAPITULO 1
LOGICA

§1.1 Proposiciones y conectivos logicos

La logica es la ciencia que estudia los principios formales del razona-
miento. Es una disciplina que por medio de reglas y técnicas determina
si un argumento es valido o no.

Una proposicion es toda expresiéon que declara un hecho, y de la
que puede decirse que es Verdadera (V') o Falsa (F'), pero no ambas.

EijeMPLO 1.1. Veamos algunos ejemplos de proposiciones que pueden
ser verdaderas o falsas:

(a) La proposicion “Carlos Pezoa Véliz fue un poeta chileno”, es ver-
dadera.

(b) La proposicion “Emmy Noether fue una mateméatica alemana”; es
verdadera.

(c¢) La proposicién “Benjamin Franklin descubri6 Brasil”, es falsa.

(d) 342 =1 es falsa.

EJjEmpLO 1.2.

(a) No es una proposicion “los ntimeros mayores que 4 son verdes”, ya
que NO corresponde decidir (en general) si es verdadera o falsa.

(b) ;Como has estado? no es una proposicion, ya que no corresponde
decir si es (V) o (F).

(¢) =+ y =1 no es una proposicién, ya que no es (V) ni (F).

Una funcién proposicional (o proposicion abierta) en una va-
riable “2” sobre un conjunto S es una frase que se transforma en propo-
sicién cuando x es sustituido por un elemento del conjunto S.
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§1.1 Proposiciones y conectivos légicos 5

EJjEmMPLO 1.3.

(1) “x es un poeta” no quiere decir nada hasta que se asigna un valor
a ‘x’. Segun el valor, la proposicién tiene un valor V o F.

(2) x es un ntmero positivo. p(x); p(1) es V.
(3) x es un namero primo. ¢(x); q(4) es F.

(4) 2z +1> 3. r(x); r(0) es F.

Observacion. Las proposiciones logicas seran denotadas por las letras
p7 q7 T’ 87 A

El valor de verdad de una proposicién es la veracidad o falsedad
de ésta, i.e., V o F. Asumamos que cada proposicion tiene un valor
de verdad, esto es, es V o F. El valor de verdad de una proposicién
verdadera es V' y el valor de verdad de una proposicion falsa es F'.

Los conectivos légicos son simbolos que nos permiten vincular dos
0 més proposiciones generando una nueva proposicién. Una proposicién
es simple si no estd afectada por conectivos logicos; en otro caso es
compuesta. Una tabla de verdad es la tabla que contiene los valores
de verdad de una proposicién compuesta.

Tabla
Conectivo logico | Simbolo Terminologia
Negacion —,~ No
Conjuncion A y
Disyuncién \% 0
Condicional = Implica, entonces
Bicondicional < 0 = | Siy sélo si, o equivalencia

Ahora construiremos e introduciremos las tablas de verdad de cada
uno de los conectivos l6gicos.

NEGACION. Dada una proposicion p, su negacion (no p) forma una nueva
proposicién, denotada por ~ p o p.

Negacién
p| ~p
%4 F
F Vv
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CONJUNCION.
Conjuncién
D | q|DpPNg
ViV %4
VI F F
F|V F
F | F F
EJEMPLO.

(a) (1<2)A(2#3)esV.
(b) (4=T7)AN(9#9)es F.

(c¢) (1 <2)A (los perros dicen miau) es F.

DISYUNCION.
Disyuncién
Pl q|pVg
VIV \%
V| F \%
F |V 14
F|F F
CONDICIONAL.
Condicional
Pl q|p=>4q
VIV \%
V| F F
F|V |4
F | F %

EJeMPLO 1.4. Aunque apoécrifa, la siguiente historia es interesante. El
famoso matemético inglés G.H. Hardy (el profesor del ain més famoso
matematico 5. Ramanujan de la pelicula “el hombre que conocia el infi-
nito”) se encontraba cenando, y en la misma mesa estaba J. McTaggart
(filosofo inglés), quien le pregunté a Hardy:
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“si dos veces dos es igual a cinco, ;cémo demuestras que yo soy el
papa?”

Hardy respondi6:

“si dos veces dos es cuatro, entonces 4 = 5. Restemos 3 y obtenemos
1 = 2. Pero McTaggart y el papa son dos, por lo tanto, McTaggart y el
papa son uno.”

MAS EJEMPLOS.
(a) 2<3=1#2esV.
(b) 2<3=1=2es F.

BICONDICIONAL. < o =.

req=p@=9AN(@=Dp).

pla|pr=aqala=p|pEq
vVIiv] Vv % %
VIF| F vV F
FlVv] Vv F a
FlF| Vv % %

DISYUNCION EXCLUSIVA. p Y ¢q (o p 0 ¢, pero no ambos”; también se
escribe p @ q) es verdadera exactamente cuando p y ¢ tienen valores de
verdad distintos.

Disyuncién exclusiva
pla p¥yq
ViV F

V| F Vv
F|V V
F|F F

Observacion. Las posibilidades de combinar valores de verdad dependen
del nimero “n” de proposiciones simples dadas y es igual a 2".

EJEMPLO.
p: el gato es peludo. g: el gato es bonito.
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a) p A q: el gato es peludo y bonito.

(
(

(c
(d

/\

)

b) pV q: el gato es peludo o no es bonito.
) (PV q): no ocurre que el gato es pelado o bonito.
) P

el gato no es peludo ni bonito.

§1.2 Tautologias, contradicciones y contingencias

Segun el resultado que se obtenga con el operador légico de ma-
yor jerarquia, las proposiciones compuestas se clasifican de la siguiente
forma.

s TAUTOLOGIA. Es toda proposicién compuesta cuyo valor de ver-
dad es VERDADERO.

= CONTRADICCION O ABSURDO. Es toda proposiciéon compuesta cu-
yo valor de verdad es FALSO.

= CONTINGENCIA. Es toda proposicion compuesta cuyo valor de ver-
dad esta formado siempre por VERDADERO Y FALSO.

Ejercicio. Escribir la tabla de verdad de

(pAQ) =q] = [p=ql

(1) (2)

Pl a7 PN |PpAT=q p=>q|(1)=(2)
VI VIF| F v v v
VIF|V] Vv F F 1%
FI|V|F| F 1% 1% v
FIF|V]| F 1% 1% v

Es tautologfa!

§1.3 Leyes del Algebra de proposiciones

Para nosotros, = es lo mismo que <.

(0) [p=4q/ < [g=p (laoracién completa es una tautologia).



§1.3 Leyes del dlgebra de proposiciones

PRINCIPALES

(1) [p=4d<[pVad.
2) p=d<prD)
(3) (p) ©p (doble negacion).
CONMUTATIVIDAD
(4) pAgsqgAp.
(5) pVa&qVp.
6) peg=qgep.
ASOCIATIVIDAD
() (bAg) AT pA(gAT).
(8) (pVa)VrepVigVr).
) [(pederepe(@ern)
DISTRIBUTIVIDAD
(10) pA(gVr) = (pAg)V (PAT).
(11) pV(gAr) = (Va A VT).

LEYES DE DE MORGAN (Augustus De Morgan)

(12) (pAq) = DVG
(13) (pVaq) ©DAT

IDEMPOTENCIAS

(14) pAp < p.
(15) pVp < p.

LEYES DE IDENTIDAD
(16) pV F < p.

(17) pAF & F.

9
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(18) pVV & V.

(19) pAV < p.

§1.4 Leyes de Absorcion
(1) pV(pAaq) < p.

(2) pA(pVq) < p.

plaqg|pAg|pVpAg) | pA(pPVa) |pVyg
VIiv] Vv v % v
VIF| F v v 1%
FlV ] F I F %
F|F| F F F F

EJEMPLOS.

(1) Hustremos la propiedad (1) del dlgebra de proposiciones, [p =
q) < [PV ¢q]. Sean p = “es menor de edad” y ¢ = “entra con un
adulto”. Entonces

“si es menor de edad, entonces entra con un adulto”

p=q

es lo mismo que

“es mayor de edad, o entra con un adulto”,

pVyq
va que p = “no es menor de edad” = “es mayor de edad”.

(2) Sea a € N. Si a® es natural impar, entonces a es impar.
Sea p = “a? es natural impar” v ¢ = “a es impar”: p = q.
Demostracion. (p = q) = (¢ = p). Supongamos que a es par.
Luego, 3k € N tal que a = 2k. Elevando al cuadrado, a® = 4k? =
2 - (2k?%) = 2k para algin k € N. Esto implica que a? es par. W

(3) Demuestre: {[(pAq)=7r|A[(PVr)=7]}=7
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Demostracion.

(pAg) =rIA[(PVT) =1

=[pAg VrIA[EVr) VY
ya que [p = q] < [pV q]
=V Vr]A[(pAT)VEG (De Morgan)
=[(pVvr)AN(pAT)| Vg (asociat.y distrib.)
)

—

§1.4.1 Cuantificadores

Llamaremos variable a un simbolo que puede ser sustituido
por cualquier elemento del universo (= U) o parte de él. Notacion:
aj‘? y7 Z? w7 xl? x27 y17 y27 A

EJEMPLOS.

(1) Sea U = Ny p(x) : 22 — 1 = 0. Esta es una funcién proposicional
ya que p(1) es V y p(z) es F cuando z # 1.

(2) Sea U = {1,2,—1,-2} y p(x) : 22 > 0. Esta es una funcién
proposicional ya que p(z) es siempre V.

(3) SeaU =Zy p(z): 2x + 3. No es una funciéon proposicional.

DEFINICION 1.5.

(1) Cuantificador existencial: (3). (3z € U), (p(x)): “Existe x € U
tal que ocurre p(z)”. EJEMpLO. Jz € U = {-1,2,0}; (p(x) :
> —-1=0),V.

(2) Cuantificador Universal: (V). (Vz € U), (p(z)): “Para todo =
en U ocurre p(x)”. EJEMPLO. “Todo ntumero real es mayor que 5™
VzeR, p(x): x> 5, Falso.

(3) Cuantificador existencial anico: (3!). (3'z € U), (p(x)): “Exis-
te un unico z en U tal que ocurre p(x)”. EJEMPLO. Jlz € N :
22 —1=0(V, conz=1).
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§1.4.2 Negacion de funcion proposicional cuantificada

(1)
(2)

(Vz € U)(p(z)) = 3z € U)(p(z)).

Bz e U)(p(x)) = (Vo € U)(p(x)).

EJEMPLOS.

(1)

(2)

F

(Vz eR)(z2>0) = (3z € R)(z? < 0).
F

Bz eR)(22=1)= (Vz e R)(z® #1).

F

§1.5 Ejercicios (algunos resueltos)

(1)

Construya la tabla de verdad de (p A ¢)A ~ (p V q).

plalphglpVag|~({Va | PAOA~(PVQ)
VIiv]i v [V F F
VIF| F [V F F
FIVI F [V F F
F|F| F | F 1% F

Contradiccion!

Verifique que [(p A G) = ¢] = [p = ¢| es una tautologia.

Solucion. Esto es equivalente a [(p AQ) V q] = [PV q], que es
equivalente a p Vv (q V q) = PV ¢, que a su vez es equivalente a
PVaq) = (pVq),estoes, [r=r|=V. |

Si el cuadrado de un nimero entero es par, entonces el niimero es
par.

Solucion. Sea a € Z. Si a es impar, entonces a = 2k + 1, k € Z,
luego a? = (2k+1)? = 4k? + 4k +1 = 2(2k*+2k) + 1, por lo tanto
a® es impar. |

Discuta: Si el cuadrado de un ntunero es par, entonces el nimero
es par.
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Falso: a®> = 6 = a = /6, que no es par. Moraleja: En ocasiones es
necesario ser mas especifico; podemos agregar que el niimero sea
entero.

TAREA. El cuadrado de un ntmero entero a es impar si y solamente
si a es impar.

Discuta: Si el cuadrado de un ntmero es impar entonces el niimero
es impar.

V2 no es racional.

Solucion 1. Si V2 = P on p,q € Zy (p,q) = 1, entonces 2 =
q

2
p—z = p? es par = p es par, = p = 2m para algin m, = 4m? =
q

2¢° = 2m? = ¢> = ¢® es par = q es par, .. (p,q) =2 —¢.

Solucion 2. Supongamos que ¢ es el menor entero tal que v/2 =

p/q, entonces 1 < V2 < 2= ¢g<p< 2 restamos ¢: = 0 <

p —q < q. Por otro lado 2¢> = p?> = 2¢> — pq = p*> — pqg =
p_2q—p

a2¢—p)=plp—q) = - =——

—<. 9 p—4q

=2. Luego p — ¢ es menor,

Si la proposicion p es verdadera y [(pVq) = (< 1)V (gAs) es
falsa, entonces ¢, r, s son:?

Solucion. Recordemos quesiaVb=F = (a=F)A (b= F):

b

a

SRS RIS
| << =
| < << <

lo que implica que

[(PVa) = (g )] V(ghs).
F (1) F (2)

De (1): pVg= (ger).De 3): FVg=V = ¢q=V. De (4):
—~— —— —_—

v (3) F (4)
r = F. Finalmente, de (2): s = F. |
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(9) Simplifique al maximo las siguientes proposiciones y decida si son
tautologias, contradicciones o contingencias.

(a) (p=19)= (PN

=9 =pPAg=(P=>9VDPAq
Vg VpAg=@AqV(pAgq (DeMorgan)

sV s.

Tautologia.

(b) Si(BVaqVs)A[(pAs)=7r]AG=V entonces 7 = [(pV 35V
r)Y(pAS)| =7
Solucion. Si algoAalgoNalgo= V| entonces cada “algo” es V:
(1) BVaVvs)=V;(2) [(pAs)=r][=V;(3) (¢=F).

=rVI[(pAsVv ) VDV s
=rV[pAs=r)¥YpVsV ¢ | (identidad)
=rvV[VVYV]=rvV=V (domlnamon).

Es una tautologia

EJjercicio. ((pV q) AP) = ¢; (propiedad de silogismo disyuntivo). Ha-
cer la tabla de verdad. Un ejemplo: esta pelota es de plastico o cuero;
no es de pléstico, jqué se puede concluir? Respuesta: es de cuero. ;Se
nota la propiedad?

plq|pVe|D | VYLD | (PVYAD=(q
ViV V [F F %
VIF| Vv |[F F %
FlV] VvV |V v 1%
FI|F| F |V F 1%

EJERCICIO. Demuestre que (p AqQ) V (pAq) < (p< q).
Solucidn.

ADANDPA)=EVONDPVY=pP=>9AN(@g=p) =peq). U

EJERCICIO.
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. Determine el valor de verdad de Vm € Z*,3n € Z*, 2n = m.
F: sea m =5.

. Determine el valor de verdad de:
(i) Ve eR)(JyeR)(zy=1) F, z=0;
i) Fx eR)FyeR)(zy=1) V,z=y=1.

. Determine el valor de verdad de: (Vo € A, P(z))A(Vx € A, P(x)).
F.

. Reducir:

(Fz e Ajq(z))V[Vz € A, p(z))NFz € A,r(z))V (Vx € A, q(x))].

Solucion.

(Fz e A, q(x))V[Vx € A,p(x))AN(Vz € A,r(z))AN(Fx € A, q(x))].



CAPITULO 2
DEMOSTRACION E INDUCCION MATEMATICA

§2.1 Meétodos de demostracion
Los principales métodos de demostracién son los siguientes.

1. Directa: p = gq.
2. Contrarreciproco: [p = ¢] < [q = p|.

3. Indirecta o Contradiccion: [p = ¢] < [(pAg) = F (contradiccion)].

Esto tltimo es cierto debido a que
(pAG) = Fl=pAgVvF=(pVqgVF=[pVg=[p=dq.

EJEMPLO 2.1. Sim y n son pares en Z, entonces m + n es entero par.

(1) Directa. Hipotesis: p = {m y n son pares enteros}. Tesis: ¢ = {m+
n €z, m+nes par}. Supongamos que m y n son pares, entonces m =
2k y n = 2k, para algunos k, k € Z. Luego, m+n = 2k + 2k = 2(k+ k),
y asi m +n es par.

(2) Contrarreciproco: § = p. Hipotesis: § = m +n € Z es impar.
Tesis: p = m es impar o n es impar. Supongamos que m + n es impar,
entonces m+n = 2| + 1, [ €7Z.Simes impar, terminamos. Si m es par,
m=2j,j€Z Luegon=(n+m)—m=21+1-2j =2(—j)+1, por
tanto n es impar.

(3) Contradiccion o Indirecta: (p = q) = (p Aq = F). Hipotesis:
p = m A n pares. Tesis: ¢ = m + n impar. Luego p A g supone m,n
pares y m +n impar. Asi, m+n=2k+1, n = 212:, y por tanto m =
(m+n) —n=2k+1—2k =2(k — k) + 1, que es impar. De esta forma
m es par e impar a la vez. Contradiccion.

Observacion. Ya hemos visto varios ejemplos de estos métodos en el
Capitulo 1: la demostracién por contrarreciproco de “si a? es impar, en-

tonces a es impar” (ejemplo (2) de la seccion 1.4), la discusion sobre la

16
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paridad del cuadrado de un ntmero, y las dos demostraciones por con-
tradiccion de que v/2 no es racional (ejercicios (3)—(7) de la seccién 1.5).

§2.2 Induccién matematica

Esta técnica de demostracién es exclusiva para los niimeros naturales
N.

Veamos primero la idea de Gauss para sumar los primeros 100 nu-
meros naturales, agrupando en parejas que suman 101:

100
1424344994100 = (1004 1) - — = (101)(50).
—_— 2
101 -
50
En general,
1
1
Observacion. El nimero n(n2—|—) es siempre natural, no es fracciéon. En

efecto:

» Si n = 2k entonces n(n2+ D = (2k ;DZk =(2k+1)keN.

s Sin=2k+ 1 entonces

nn+1) (2k+2)(2k+1)

> >
_ 2(’”1)2(2’”1) — (k+1)(2k+1) €N

PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA. Para todo n € N, sea P(n)
un enunciado que depende de n. Suponga que se satisfacen:

(1) P(1) es verdadera;
(2) Vk €N, si P(k) es verdadero entonces P(k + 1) es verdadero.

Entonces P(n) es verdadero ¥ n € N.

EJEMPLO 2.2. Primero experimentemos. La suma del primer niumero
impar es ese impar al cuadrado; la de los primeros dos impares es dos al
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cuadrado; la de los primeros tres es tres al cuadrado, y as{ sucesivamente:
la suma de los primeros n nimeros impares es n?:

1=12
1+3=4=2
1+3+5=9=232
14+34+5+7=16=4>
14+34+54+7+9=25=5

14344 2n—1)=n%

n
Lo anterior se expresa como 2(21 —1)=n”

i=1
Paso 1. Paran = 1: 21.1:1(21' —1)=2(1) =1 =1 = 12 es verdadera.
Paso 2. Suponemos cierto para n = k: 1 +3 + -+ + (2k — 1) = k?
(hipotesis de induccion). Debemos probar para k + 1:

1434+ 2k—1)+[2k+1)—1]
= 4+34-+2k—D]+ 2k +1)—1]
=+ @2k+1)=(k+1% O

n
1
EJjEmMpPLO 2.3. Demostrar por inducciéon Zz = n(n;—)
i=1
Paso 1. Paran=1: 31 i=1= 12 es verdadera.
Paso 2. Suponemos 1+ -+ + k = @ (hipotesis).
Paso 3. Para k + 1:
kE(k+1
Lo bt (1) = FEED g
_ kD +2k+1) (b D(kR+2)
B 2 B 2 '
Record .g_{_E_ad—i—cb .8 2% en particular g—1—c—
ecordar que: o+ - = ——0— y 30 =0 p '3 =

a+ be
b
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TAREA. Demostrar las siguientes sumas importantes.

Sumas importantes

3

n(n+1)(2n+1)

MY 1=n ZkQ

6

(2) k:M st

n+1)

TAREA. Demuestre las siguientes férmulas por induccién:

n

1 n
1. = .
;i(i+1) n+1

2. dn < 2™, ¥Yn > 5.

Solucion (2).
Paso 1. Paran=5:4-5=20<32=2° v
Paso 2. Suponemos 4k < 2F (hipotesis).
Paso 3. Para k + 1:

4k +1) =4k +4 < 2F +4  (hipotesis)
< 28 44k (truco; para usar la hipotesis: 4 < 4k)
O

< 2k 4 ok = 9(2k) = ok+1
Idea del truco. Nos gustarfa:

p.d. 2F 44 < okF1, pd. 28 +4 < 2.2k,

19

p.d. 28 44 < 2k 4 oF

;como seguir? Basta ver que 4 < 2F, y como k > 5, por hipotesis

4 < 4k < 2F.
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Algunas propiedades de la suma ) (aplicada solo a niumeros naturales):

n—+l
XyF_E: k—1), Viez, (2.1)
k=1 k=141

n

g a-k:a-gn k, Va e R, (2.2)
(ak+b)=a k+ b—a n+1) + bn
Z > Z
k=1

= n<(+2)+2b> , Va,beR. (2.3)

> (4k — 1) =2n” + n. (2.4)
k=1

En el caso a = 2, b = —1, la igualdad (2.3) se reduce a > ,_;(2k — 1) =
n?. Para ver la ultima igualdad:

Z4k 1) _4Zk 21_4 ”H) = 2(n%+n)—n = 2n2+n.
k=1

k=1

EJERCICIOS.
D k(k+1)=2 > (k+1)*=? > (k+1*=?  (25)
k=1 k=1 k=1
Para la primera:
- B n(n+1)2n+1) n(n+1)
> k(k+1) = Z c + =
k=1 k=1 k=1
~n(n+ )( +4) nn+1)(n+2)
= = 3 .

EJEMPLO 2.4. Demuestre por inducciéon que 1-114+2-2!14+---+n-n! =
(n+1)! —1.

Paso 1. n=1:1-11=1=21-1=(1+1)!-1. v

Paso 2. Hipotesis: 1- 11 +---+ k- -kl = (E+ 1) — 1.
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Paso 3. Para k + 1:

-4+ kK 4+ (k+1)- (k+1)!
=k+1)-1+(+1)-(E+1)!
=k+DI+k+1D)]-1=(k+2)!-1. O

Observacion. En el Paso 3 podemos partir de (x) =1-11+---+ k- k! +
(k+1)-(k+1)! o de (%) = (k+ 2)! — 1. Lo méas conveniente es partir
de (%) y llegar limpiamente a (k).

EJjemMpPLO 2.5. Considere las n potencias de un namero real r: S, =
O+l + ... 4971 Encuentre una férmula y muestre por induccion.

Definimos S, = 14+r+---+7r""1. Como rS,, = r+r2+---+r", tenemos

1 —pm
Sn—1rS, =1—7r" de donde S, = T ! =147r4+--+r 1 Vn>1.
—-r
1— 1
Paso 1. n =1: 4 =1=70
1—7r
1—7rk

Paso 2. Hipotesis: 1 +r+---+rF~1 =
Tesis. Paran =k + 1:

1—r"

1—rk 1—rk 4 k(1 —
TIPIOURRIUS DI ek ek s k)
1—r 1—r

l_rk+1
= —. O
1—7r

EJERCICIOS RESUELTOS.
1. Demuestre que n® + 2n es divisible por 3, Vn € N.
2. Demuestre que 4" — 1 es divisible por 3, Vn € N.
3. Demuestre que n? — n es divisible por 2, Vn € N, n > 2.
4. Demuestre que n? < 2", Vn > 4.

SOLUCIONES. Todas las demostraciones son por induccién, ya que
estamos en N.
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1. Paso 1. 13 4+2-1=3=3-1. v Paso 2. k> +2k =3I, 1 € N.
Paso 3.

(k+134+2k+1) =k + 3k + 3k + 1+ 2k +2
= (k* + 2k) + 3k* + 3k + 3
=31 +3k+Ek+1)=301+k+Ek+1). O
D e —

l/

2. Paso 1.4'—1=3=3-1.v Paso 2.4*—-1=3j,j €N. Paso
3.

gl 1 =445 1 =4(4F-1)+3=4-3j+3=34j+1). O
Y
j

3. Paso 1.22—2=2=2-1.v Paso 2. k> —k=2l,1€N. Paso
3.

(k4+1)2—(k+1)=k*>—k+2k=20+2k=2(1+k). O

4. Paso 1. 52 =25 < 32=2° o Paso 2. k* < 2F. Paso 3. Para
k>5:2<(k—1)2=2k+1< k% Entonces

k+12=k+2%k+1 <k +k2=2k2<2.2" =21 [



CAPITULO 3
TEORIA DE CONJUNTOS

§3.1 Conjuntos
DEFINICION 3.1. Un conjunto es una coleccién o agrupacion de objetos
diferentes.

EJEMPLOS.

1. A = Conjunto cuyos miembros son los primeros cuatro numeros
naturales (escritura por comprension). A = {1,2,3,4} < escri-
tura por extension.

2. B = Los colores de la bandera Chilena = {Blanco, azul, rojo}.
3. C={a,b,c,...,x,y,2z} = Letras del alfabeto latino moderno.

NOTACION. €:= Indica pertenencia. ¢:= Indica no pertenencia.
EJEMPLO. Sea M = {2,4,6,8,10}. Entonces 2 € M y 5 ¢ M.
NOTACION. () := Conjunto vacio := el conjunto sin elementos. U :=

universo.
EJEMPLO.

1. M = {ntuneros mayores que 9 y menores que 5} = ).
2. P={z|1=0}=0.
NOTACION. {a} = Conjunto de 1 s6lo elemento = “singleton”.

AXIOMA DE EXTENSION. Dos conjuntos son iguales si y solamente si
tienen los mismos elementos: [A = BsiVz € A < x € B].

DEFINICION 3.2. Sea X # (). ~ es una relaciéon de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva:

(i) Reflexiva: A ~ A, para todo conjunto A.

23
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(ii) Simeétrica: A~ B = B ~ A.
(iii) Transitiva: A~ BAB~C=A~C.
EJjEmMPLO. La igualdad; el paralelismo.
DEFINICION 3.3. Subconjunto.

BCcA: VzeB=uxc A

Figura 3.1: B es subconjunto de A.

EJErcicio. Los miltiplos de 4 estdn contenidos en los multiplos de

A =maultiplos de 4 = {z € Z | x = 4k, k € Z},

B =miiltiplos de 2 = {x € Z | x = 2k, k € Z}.
P.D. AC B.Six € A, entonces x = 4k = (2-2)k = 2- (2k) = 2K/, luego
x € B. |

§3.2 Operaciones con conjuntos

Sean A, B conjuntos, U universo.

1. AUB={z|x€ AVzxe B}

Si AN B = (), la unioén se llama unidn disjunta.
2. AnB={x|x€ ANz € B}.
3. A-B=A\B={x|r€ ANz ¢ B}.
4. A ={x |z ¢ A}.
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U

A _— B
>
2
’

Figura 3.2: La parte sombreada representa la unién de A y B.

A B U

Figura 3.3: Union disjunta: AN B = ().

5. Diferencia simétrica:
AAB=(AUB)\(ANB)=(A—B)U(B—A). (TAREA. Probar
la igualdad de la definicién.

§8.2.1 Relactones entre vacio y universo
PROPOSICION 3.4. (1) ANA® =0. (2)0°=U. (3)U° =0.

Demostracion. (1) Supongamos que 3z € ANAC. Luego x € AAx ¢ A,
contradiccion. Por lo tanto, no existe x € AN A®, es decir, AN A® = (.

(2) Por (3), U® = (); tomando complemento tenemos U = (€.

(3) Dado que AU A® = U, entonces U® = AN A®. Supongamos
que existe z € U, luego 3z € (AU A9)C, entonces Iz € AN A°,
contradiccion. Por lo tanto, no existe 2 € U, lo que implica que U® = (.
|

EJERCICIO. Probar que A\ A = 0.

Demostracion. Supongamos que existe x € Ay x ¢ A, esto es p AD.
—~—

F
Por lo tanto, A\ A = 0. |

PROPIEDADES. (Tareas)
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|

Figura 3.4: La parte sombreada representa la interseccion de A y B.

A B

Figura 3.5: La parte sombreada representa la diferencia entre A y B.

Unién (U):
1) Aup=A

2) AUB = BU A. Conmutatividad.

4) AU A = A. Idempotencia.

5) ACB< AUB =B.

(1)
(2)
(3) (AUB)UC = AU (BUCQC). Asociatividad.
(4)
(5)
Interseccion (N):
'y And=0.
2y AN B = BN A. Conmutatividad.

47

(1)
(27)
(3") (ANB)NC = AN (BNC). Asociatividad.
(4) AN A= A. Idempotencia.
(57

5) AcCB& ANB=A.

Distributividad:
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v

O

U

Figura 3.6: Si A C B, la diferencia es vacia.

Figura 3.7: La parte sombreada representa el complemento de A en el

Universo U.

(1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

(2) AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
OBSERVACION. (Tareas.)

(1) ACAUB.

(2) BC AUB.

(3) (AN B) C A.

(4) (ANB) C B.
LEYES DE DE MORGAN.

(1) (AuB)Y = A°N B,

(2) (AnB)Y = A° U BC.

EJERCICIO. Pruebe que (A\ B)N(ANB) =0.
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Figura 3.8: La parte sombreada representa la diferencia simétrica de A
vy B.

Demostracion. (Llegaremos a una contradiccion, o sea, a algo falso.)

Supongamos que 3z € [(A\ B) N (AN B)]. Entonces (x € ANz ¢

B)Nzxe ANzxeB, = (xcAAN(xeBANx¢B)=F. [ |
— =

F

Observacion. La identidad AN BY = A\ B es muy 1util; su demostra-
cidn, junto con otras, se propone en la seccion de Ejercicios al final del
capitulo.

EJERCICIO.
(1) ACBABCC=ACC.
(2) A\ (A\B)=ANB.
(3) AN(B-C)=(AnB)—-(ANCOC).

Demostracion. (1) Sea © € A. Sabemos que x € B, y como B C C,
entonces x € C.

(2)
A\ (A\B)=(A\B)°NA=BNnA°NnA=(BUA)NA
=(BNAUA“NA) =(BNAUG=ANB.
(3) Por un lado AN (B — C) = AN C% N B. Por otro,
(ANB) = (ANC)=(ANnC)N(ANB) = (A°UC® Nn(ANB)
(wﬂB)U(CCﬂAﬂB):CCmAmB.
0

Asi AN(B-C)=(ANB)—-(ANnCQO). [
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§3.3 Producto cartesiano y conjunto potencia

PRODUCTO CARTESIANO. A X B ={(z,y) |x € ANy € B}.

Y

B

Figura 3.9: Elementos del producto A x B.

PROPIEDAD. A x (BNC)=(Ax B)N(AxC(C).

C_— C _W AxC

B FBnc B’ I A x B

IS IINs.

Lpgg sy gy " PP ’
rrrrrrriiy T T

A A

Figura 3.10: Visualizacién geométrica de la propiedad: a la izquierda
A x (BNC); aladerecha, A x By A x C superpuestos.

Demostracion.

(r,y) e Ax (BNC)esxecANye (BNC)erzecAN(ye BAye ()
SxeANyeB)N(reAnyel)
< (z,y) € (AX B)A (z,y) € (AxC)
< (z,y) € (Ax B)N(AxC).
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CONJUNTO POTENCIA. Se llama conjunto potencia o partes de A al
conjunto P(A).

EJEMPLO. Si A = {a,b}, entonces P(A) = {{a,b},{a}, {b},0}. Si
T = {4,7,8}, entonces P(T) = {T,{4,7},{4,8},{7,8},{4},{7},{8},0}.

CARDINALIDAD. Numero de elementos del conjunto. Notacion: n(A),
card(A), #A.

EJEMPLO. A = {2,4,6}, entonces #A = 3y #P(A) = 8. En general,
si #A = n entonces #P(A) = 2"

EJeEMPLO 3.5. Critique: Si X C Y, entonces P(Y \ X) C P(Y)\ P(X).

Figura 3.11: Elementos de X y Y.

Solucion. Es falso. Sea Y = {a,b,c} vy X = {a,b}. Tenemos
Y \ X = {C}v P(Y \ X) = {{C}v®}7 P(Y) = {{CL, b,c},@,{a},{b},
{c},{a,b},{a,c},{b,c}} vy P(X) = {0,{a,b},{a},{b}}. Notemos que
0 e P(Y\X)pero ¢ P(Y)\PX). [

La siguiente demostracion funciona siempre que A # (). Sea A €
PY\ X):

> AC(Y\X)=ACYANAZLX
= AePY)NA¢P(X)=Ae[PY)-PX)].

§3.4 Ejercicios

Para los métodos de demostracién y la induccién matematica, véase
el Capitulo 2.

1. Pruebe que (A\ B)N(B\ A4) = 0.

2. Pruebe que (ANB)N(B\ A) =0.



3. Pruebe que AN BY = A\ B. (Importante.)

§3.4 Ejercicios

4. Pruebe que A X (BUC)=(AXx B)U(AxC(C).

5. Pruebe que AC B= (AxC)C (BxC).

6. Pruebe que Ax (B—C)=(AxB)—(AxC(C).

31



CAPITULO 4
GEOMETRIA ANALITICA

§4.1 Linea recta

§4.1.1 Distancia definida por el valor absoluto

iz>0
lz| = Va2 = v S? r= O’ Sean a,b € R: d(a,b) = |a — b|.
—x six<O.

EJEMPLOS. d(3,4) =3 —-4|=1; d(-2,-1)=1; d(0,-3)=3.

DISTANCIA ENTRE PUNTOS EN R?.

d(P,Q) = \/(xa — 1) + (y2 — 1)2.

EJEMPLO. d((0,0), (1,1)) = /(1 — 0)2 + (1 — 0)2 = V2.

y ¢je ordenadas

d

5 X eje abscisas

Figura 4.1: Distancia entre P y @ en R2.

§4.1.2 Punto Medio

En R, el punto medio entre x1 y x2 estd dado por

Tog —T1 _ T1+ T2
2 2 7

m=x +

32
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Ahora, en R? centrado en (0,0). Sean P = (a,b) y M = (z,y) el
punto medio entre P y el origen.

@y:x—b(six:a:>y:b),dedondex:%,xgzay.
a

(2) a® + b = (d((a,b),(0,0)))%.

Por Pitagoras, como (z,y) es el punto medio:

d b 2 b2
mzwszwz:a +b?

4
Luego, en @:

2 4 52 2 32 2 4 32 2
ay)2 s a“+b 9 a+0b a“+b 9 b b
( p) TV 1 Vo 1 Yoa T Ty
a
luego x = 5
., Cual es el punto medio entre P = (x1,y1) vy Q = (z2,42)7?
PM(P,Q) = (‘”1 ‘2”"2, u 42”“/2> . (4.1)

EJERCICIO. Encuentre el punto medio entre P = (0,1) y @ = (1,0).

DEFINICION 4.1. Linea Recta via lugar geométrico. La linea recta es el
lugar geométrico L de los puntos tales que dados dos puntos en L, el
valor de la pendiente es constante.

Pendiente de la recta:

— cat. op.
m=22"Y1 _ P = tangente. (4.2)
Tr9 —x1  cat. ad.

§4.1.8  Forma Punto-Pendiente de la ecuacion de la recta

Dado un punto P = (x1,y1) y la pendiente m, la ecuacion de la recta
es:

y= m_  (x—x1)+y =mx+ (—mx +y1) =mx+ b

pendiente coef. de posicién corta al eje Y
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EJercICIO. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por P = (3,5)
v tiene pendiente m = —7.
Solucion. y = (=7)(x —3) +5 =21 —Tx +5 = —Tz + 26.

Observacion. Una recta que pasa por (0,0), el origen, tiene la forma
y= _m_-x. Coeficiente de posicién = 0.

pendiente

EJERCICIO. Dados los puntos A = (x1,y1) y B = (22, y2). Encuentre
la recta que pasa por Ay B.
Y2~
T2 — X1

Solucion. La pendiente es m = , luego y = m(z — x1) + y1.

SUB-EJERCICIO. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A = (=1, 2)
1 Y1
y B =(3,—4). (Dibujar.)
T2 Y2

3

EJERCICIO. Encuentre la ecuacién de la recta con m = 3 e intersec-
cion con el eje y = —2.
Solucion. y = 3(x — x9) — 2 = 3x — 2. (Notese que z = 0=y = —2.)
=0

Rectas verticales: £ = a. Rectas horizontales: y=0b.

§4.1.4 Ecuacion general de la recta

Az +By+C=0

, A B#0. (4.3)

Observacion.
» SiB=0: Az +C =0= 2 = —C/A (recta vertical).
» SiA=0: By+C =0=y = —C/B (recta horizontal).

» SiA,B#0:y=(-A/B)x+ (-C/B) .
N—— SN———
Pendiente coef. posicion

Eijercicio. Hallar los coeficientes de la ecuacién general de la recta
que pase por P = (=1,4) y Q = (3,—2), con A, B,C # 0.
Solucion. Reemplazando en (4.3):

(1) —A+4B+C =0
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(2) 34— 2B +C =0

Multiplicamos (1) por 3 y sumamos con (2): 10B + 4C = 0, =

2 3
B:—EC. Luego A:_EC' Asi C(—%x—%y+1) = 0 y, como

C # 0, la ecuacién queda

—3x—2y+5:0\.

PROPOSICION 4.2. Rectas paralelas. Dos rectas no verticales son para-
lelas si y solamente si tienen la misma pendiente.

Demostracion. Recordemos que dos tridngulos son semejantes si y so-
lamente si sus lados correspondientes son proporcionales. Si las rectas
son paralelas, los triangulos ADFEF y AABC de la figura tienen dos
angulos iguales (a y 90°), por lo tanto son semejantes, luego

d(E,F) d(D,E) d(E,F) d(C,B) cat. op.

d(C,B) d(A,B) " d(D,E) d(A,B) cat.ad.’

de donde . [ ]

F
@,

DA E
- B

Figura 4.2: Rectas paralelas: los tridngulos ADEF y AABC son seme-
jantes.

EJempLO. Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por P = (5, 2)
y es paralela a 4o + 6y + 5 = 0.
2

Solucion. m = —2 < |y = —g(:r, —5)+ 2|
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TEOREMA 4.3. Rectas perpendiculares. Si dos rectas son perpendicula-
res (L) entonces my - mg = —1.

Demostracion. Considere dos rectas £1 y £2 con pendientes my y ma que
se cortan en el origen. Tomando A = (1,m;) y B = (1, myg):

d(A, B)? = d(0, A)? +d(0, B)*.

Luego d((1,m1), (1,mz2))? = (m1 —ma)? = m? — 2myms +m3. Por otro
lado d(O, A)? + d(O, B)? = (1 + m?) + (1 + m3). Igualando:

%—Qmﬂnz%—%j: 1+%Z+1+y/g:> —2mime =2 = ’ml -my = —1.

|
A= (l,ml)
B = (1,m2)

Figura 4.3: Rectas perpendiculares por el origen: A = (1,m1) y B =
(1,777,2).

EJERCICIO. Verifique que P = (3,3), @ = (8,17) y R = (11,5) son
los vértices de un tridngulo rectangulo.

;4 3—5 1. _17-5 __
Solucion. mpr = 557 = 45 MRQ = g3 = 4
Luego |mpg - mpg = —1 ‘ [ |

APLICACION. Pendiente como rapidez de cambio.

“Cuando se usa una recta para modelar la relacion entre dos
cantidades, la pendiente de la recta se llama rapidez de cambio de una
cantidad respecto de la otra.”
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Figura 4.4: Triangulo rectangulo de vértices P = (3,3), Q = (8,17) y

R=(11,5).

EJeEmpPLO. Tanque llenado a 2 gal/min. La pendiente esta dada por:

6 gal

T = 2 gal /min.

EjemMpPLO. Una presa se construye en un rio para crear un estanque.

El nivel de agua w del estanque estd dado por |w = 4,5t + 28|, donde ¢

es el nimero de anos desde que se construyd la presa y w se mide en

pies.

(a) Trace la grafica de la ecuaciéon. Sit =0, w =28t =2 = w =

4,5(2) + 28 = 37.

(b) {Qué representan la pendiente y la interseccion con el eje w de
este grafico? La pendiente es m = 4,5: rapidez de cambio del nivel

del agua respecto al tiempo. | 4,5 pies/ano| (1 pie ~ 30 cm).

EJERCICIO (rectas). Considere Ly :
Ly: 2k+1)xz—(k—1)y+6 =0;

y—3=0;
Determinar:

(a) Si P pertenece a L.

Sr+3y—7=0; Lo:

Si: 5(—4) +3(9) — 7= 0.

y el punto P(—4,

2x +
9).

(b) Interseccion de Ly y Lo. Resolvemos el sistema 5z + 3y — 7 = 0
y 2 +y — 3 = 0. De la segunda: y = 3 — 2x; sustituyendo en la

primera: 5x+3(3—22)—-7T=0= —z4+2=0=|z=2| |y = —1|
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12

6
galones
»
3

minutos

N I o
T T

B B e E e — Tiempo(minutos)

Figura 4.5: Tanque llenado a razén de 2 galones por minuto.

(c¢) Recta por P paralela al eje Y. x = —4.

r=—4
——————
2k +1
(d) k € Rtal que Ly L Ls. mg:_gjmgzﬁ’demz,mg__l
2k +1
e e e
2k + 1
(e) (Tarea) k € R tal que Ly || Ls. mlz—g:mgz k;_+1 =

32k+1)=-5k—-1)=|k=34|

(f) k € R tal que L3 sea horizontal. La recta es horizontal si pendiente

2% + 1
kjl —0=>2%k+1=0=k=—1|

(g) k € R tal que L3 sea vertical. La recta es vertical si el coeficiente

deyesO:—(k—l):0:>.

§4.2 La parabola

:0:m3:

DEFINICION 4.4. Pardbola. Lugar geométrico de los puntos que se mue-
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Figura 4.6: Nivel del agua w = 4,5t + 28.

ven de tal forma que su distancia a una recta fija (llamada directriz) es
siempre igual a su distancia a un punto fijo (llamado foco) que no esta
en la recta.

§4.2.1 Pardbola con vértice en (0,0)

TEOREMA 4.5. La ecuacion de la pardbola de vértice en el origen y eje

coincidente con el eje X es|y? = 4px|, donde el foco estd en (p,0) y la

directriz es 0 : .

Si p > 0 la parabola se abre hacia la derecha; si p < 0, hacia la
izquierda. De igual forma, si el vértice coincide con (0,0) y el eje es el

eje Y:|2? = 4py|, con foco en (0,p) y directriz £ : .

Sea P = (z,y). La condicién |FP| = |PA| da:

2

(x—p2+y?=lz+pl=(x—p)?+y*=(x+p)°

de donde |y? = 4xp|, es decir, y = +2,/pz.

COROLARIO 4.6. Si x = p, entonces y = £2p. Por lo tanto la longitud
del lado recto es igual a |4p|.
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£ directriz

lado recto

cuerda
focal

Figura 4.7: Parabola con vértice en el origen, eje sobre OX.

= Si p > 0, x no puede ser negativo, por lo tanto todo esta a la
derecha de Y.

= Sip <0,z debe ser negativo, por lo tanto todo esta a la izquierda
de Y.

EijeMpLO 4.7. Una pardbola con vértice en el origen y eje coinciden-
te con el eje Y pasa por (4,—2). Hallar la ecuacion, foco, directriz y
longitud del lado recto.

Solucion. x> = 4py. Como pasa por (4,—2): 16 = 4p(-2) =

. Luego |22 = —8y |, foco (0, —2), directriz , longitud del

lado recto |4p| = 8.

§4.2.2  Pardbola de vértice (h,k) y eje paralelo a un eje coordenado

TEOREMA 4.8. La ecuacion de la pardbola de vértice (h, k) y eje paralelo

al eje X tiene la forma | (y — k) = 4p(z — h) |, siendo |p| la longitud del

segmento del eje entre el foco y el vértice. Si el eje es paralelo al eje Y :
(x —h)* = dp(y — k) |

Deduccidn (traslacion de ejes). Pongamos © = o’ + h, y = 3y + k, es
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T =—p
4

—~—
p

Figura 4.8: Deduccion de y? = 4pz: la condicion |FP| = |PA|, con A
sobre la directriz.

i £ directriz
pl =2

lado recto

p=-—2

Figura 4.9: Parabola z? = —8y.

decir, ' = x —h, vy = y— k. En las coordenadas (z/,y’) el vértice queda

en el origen, de modo que (y')? = 4pa’, esto es, | (y — k) = 4p(z — h) |,

Como antes, (y — k)% = 4p(z — h) se abre hacia la derecha sip > 0y
hacia la izquierda si p < 0; y (z — h)? = 4p(y — k) se abre hacia arriba
si p > 0 y hacia abajo si p < 0.

Observacion. (y—k)? = 4p(x —h) day?>+ a1z + agy + a3 = 0. No
—_— =~ =~
—4p -2k  k2+4ph

hay término xy!

EJEMPLO 4.9. Hallar la ecuacion de la parabola con vértice (3,4) y foco
(3,2).
Solucién. (x—h)? = 4dp(y—k) = | (x — 3)* = 4p(y — 4) |. Como |p| =
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V =|(h, k)

Figura 4.10: Traslacion de ejes: (3')? = 4px’ con origen en V = (h, k).

|[FV| =2y F esta abajo, , asf (v — 3)% = —8(y — 4). Longitud
del lado recto = |4p| = 8. Directriz: . O

V=(31)

V=04

Figura 4.11: Bosquejode V = (3,4) y F = (3,2), y la parabola (x—3)% =
—8(y — 4) con directriz y = 6.

TEOREMA 4.10. Clasificacion de ecuacion cuadrdtica. Una ecuacion

A+ Cy* + Dz + Ey+ F =0

tiene las siguientes caracteristicas:

(1) Si A=0,C #0, D # 0: pardbola con eje paralelo al eje X. Si, en
cambio, D = 0: dos rectas paralelas al eje X . Sin lugar geométrico
st raices < 0.

(2) Si A#0,C =0, E+#0: pardbola con eje paralelo al eje Y. Si, en
cambio, E = 0: dos rectas paralelas al eje Y. Sin lugar geométrico.



§4.8 La circunferencia 43

EJEMPLO 4.11. Demostrar que 422 —20z—24y+97 = 0 es una parabola.
Hallar V', F', £ y longitud del lado recto.
Solucion. Dividiendo por 4: 22 — 5z — 6y + 9747 = 0. Completando el

cuadrado: (a? — %)2 =6(y—3). Luego V = (%,3), 4p =6 = >

0, F = (%, %), 0:y= % Longitud del lado recto = 6. O
\ F = (5/2,9/2)
L]
4
V = (5/2,3)
2
directriz : y =3/2

Figura 4.12: Parabola 422 — 202 — 24y + 97 = 0.

§4.3 La circunferencia

DEFINICION 4.12. Circunferencia. Una circunferencia es el lugar geo-
métrico de un punto que se mueve en el plano de tal manera que se
conserva siempre a una distancia constante llamada radio, a un punto
fijo llamado centro.

TEOREMA 4.13. La circunferencia de centro (h, k) y radio r tiene ecua-
c1on

(. —h)*+ (y—k)>=r?| (forma ordinaria).

Demostracion. Sea P = (x,y):

d(P, (h k) =r=(x—h?+@y—k?=r=(x—h)’+@y—k)>=r>"
n

COROLARIO 4.14. La circunferencia de centro (0,0) y radio r es
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Y

Figura 4.13: El circulo unitario S*.

Y

z=h X

Figura 4.14: Circunferencia de centro (h, k) y radio r.

Notacion: St = {(z,y) € R? : 22 +y% = 1}.

EJEmMpPLO 4.15. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al
triangulo de vertices P, = (—1,1), P, = (3,5), P3 = (5, —3).

Método: (i) Escoger dos lados. (ii) Construir 2 mediatrices ¢1 y o
(la mediatriz es la recta perpendicular a un segmento que se traza en su
punto medio). (iii) La interseccion C de ¢ y {3 es el centro; el radio es
la distancia a cualquier vértice. (El centro C no tiene por qué pertenecer
al triangulo.)

P+ P P+ P
A:%:(Lg); B:%:(m).
1-5 —3-5
msz_g:l:‘é Mpp = o5 — 4=
1
m£2_1.
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PEEENO)

x—4y$5y—4:>y—§

2 2 1
oo~ (5.4) 7 a((08.8).7) ~ (P D) - lvm
Ecuacién: <x—16> < 4> 442, 0
) 5

Figura 4.15: Circunferencia circunscrita al triangulo P; P Ps.

§4.3.1 Forma general de la circunferencia

2?4+ y>+Dx+Ey+F =0,donde D = —2h, E = -2k, F =
h? 4+ k2 — 2.
TEOREMA 4.16. La ecuacion x> +y>+ Dx+ Ey+F = 0 representa una
circunferencia de radio no nulo cuando ‘DQ + E? —4F > O‘. El centro

D FE
es|C = <— —) y el radio r = 1v/D? + E? — 4F.

27 2

Demostracién. Completando cuadrado perfecto: 22 + Dz + (y* + Ey) =
1
* *2

-F, con*lz(x+%)2—%2y*2:(y+§)2_%2;

D\?2 E\? D24+ E?_4F

DETERMINACION DE UNA CIRCUNFERENCIA SUJETA A 3 CONDICIONES.
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EjEMPLO 4.17. Determinar la ecuacién, centro y radio de la circunfe-
rencia que pasa por A = (—1,1), B=(3,5) y C = (5,—3).
Solucion. Sustituimos en 22 +y?+Dax+Ey+F =0: A: —D+E+F =
—2; B:3D+bE+F=-34; C:5D—-3E+F =-34.
= D+E=-8 D=4E; = E=-8/5,D=-32/5 F = —34/5.
522 4+5y2 — 320 —8y —34=0; C = (—%,—%) = (%%), 1;:
§4\/D2 + E? — 4F = $\/442; en forma ordinaria, (z — %) + (y — %) D:
25
EseMPLO 4.18. Hallar la ecuacién, centro y radio de la circunferencia
que pasa por (6,2) y (8,0), con centro sobre la recta ‘ 3x+Ty+2=0 ‘
Solucion. El centro (h, k) satisface 3h+T7k+2 = 0. De las condiciones
6-h)2+2-k)2=r2(1), 8—h)?+k>=r2(2) y3h+Tk+2=0(3):
Restando @ @ —24 -4k +4h =0= @ Combinando
3)y @ 36+k) +Thk+2=0=k= -2 h =4 Luego r*> =
(6 —4)2 +(2+2)2 = 20 = r = 2/5 (la solucién negativa no sirve, ya
que 7 es un radio).

Ecuacion: | (z — 4)% 4 (y 4 2)? = 20|, centro (4, —2), radio 2¢/5. O

Figura 4.16: Bosquejo: los puntos (6,2) y (8,0), y larecta 3x+7y+2 =0
que contiene al centro.

EJEMPLO 4.19. Recta tangente a una circunferencia. Hallar la ecuaciéon
de la recta tangente a 22 + y?> — 82 — 6y + 20 = 0 en el punto (3, 5).
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Solucion. La familia de rectas por (3,5) es

‘y:mx—3m+5‘.

Sustituyendo en la circunferencia:
z2(m? 4+ 1) — (6m? — 4m + 8)z + (9m? — 12m + 15) = 0.

Para tangencia, A = 0: (6m? —4m+8)%2 —4(m? +1)(9m? — 12m +15) =

0= 16m?—16m +4=0= sz.Recta::U—2y+7:0.

EJEMPLO 4.20. Hallar la tangente a z? + 32 — 10z + 2y + 18 = 0 con
pendiente 1.

Solucion. y = x + k. De A = 0: k> + 12k +20 = 0 = |k = 2|y
ko = —10| O

§4.4 La elipse

DEFINICION 4.21. Elipse. Una elipse es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una
constante mayor que la distancia entre los dos puntos.

I VV' —|Eje Mayor |
! 1

p — pt. arbitrario

AA" — lado recto

£ cje focal ' — Centro

V., V' — vértices
B

J— F,F' —focos
BB — Cuerda

b
DD’ — Didgmetro(variable)

¢ : eje normal

Figura 4.17: Partes de una elipse.
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Figura 4.18: Deduccion de la ecuacién de la elipse: |[FP| + |F'P| = 2a.

§4.4.1 Ecuacion de la elipse con centro en el origen

. z
Mostraremos que la ecuacién es | — + = = 1|
a

|FP| + |F'P| = 2a (donde 2a > 2c = d(F, F")):

Ve -+ 92+ (@ +0)?+y?=2a

NG T2 ET TR /(7
=(@—c)?+y*=4a® —day/(z+ )2 +y2+ (x4 +y* /1
=ay/(z+c)2+y2=a’+zc /()

= a?(2? + 2zc+ A + %) = a* + 2%z + 22

= (a? — A)x? + a*y? = d*(a® - &2).

Como 2a > 2¢ = a® > 2 = (a® — %) > 0. Asi b?2? + a®y? = d®b? =

[\ —
def:=b2

2 2
£ Y
— + i =1 O
TEOREMA 4.22. La ecuacion de la elipse de centro en el origen, eje

2 2

focal X, distancia focal 2¢ y constante 2a es 322 1]

1. a: longitud del semieje mayor.
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[\]

. b: longitud del semieje menor.

w

. ¢: longitud del centro al foco.

4. e: excentricidad = < (c <a= < 1), [e =0 es circulo].

a a

5. F = (—¢,0), (c,0).
CQ
a?

D

. Longitud del lado recto: evaluamos en x = ¢:
(1 %)

Las condiciones (1)-(3) satisfacen .
Ademas y = :l:gx/ a? — c2, pero , luego

y==x—)] longitud del lado recto =
a

2 2
2

+L =1=y"=

o

2

a

—b

Figura 4.19: Elipse con eje focal sobre O X: semiejes a,
focal c.

De igual forma, si la elipse tiene eje focal sobre Y:

b y semidistancia

2 2
S Y
b2 a?

EJjEMPLO 4.23. Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor
coincide con el eje Y. Uno de los focos es (0,3) y la excentricidad es
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lado recto

Figura 4.20: Lado recto de la elipse.

e= % Hallar el otro foco, los ejes, la ecuacion y la longitud de los lados
rectos.

Solucidn. ¢ = 3; el otro foco (0,—3). 3 = % = . b =36-9=

27 = b = 3v/3. Eje mayor 2a = 12, eje menor 2b = 6v/3. Ecuacion:
TV Tado recto: 227 — g 0
-t z=1 r : =9.

o7 36 ado recto 6

-6

Figura 4.21: Elipse 22 + £ = 1.

TEOREMA 4.24. Elipse con centro en (h, k). Con eje focal paralelo a X,
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respectivamente a Y :

(@—h)?  (y—k? _ (@—h)?  (—k)? _

2 e 7Y e T
VaZ — 2
Se cumplen a2=b2—|—c2,e:E:a7<1ylongitud del lado
a a
25>

recto = —.
a

TEOREMA 4.25. Silos coeficientes A y C son del mismo signo, la ecua-
cion Az? 4+ Cy? + Dx + Ey+ F = 0 es una elipse con ejes paralelos a
los ejes coordenados (o un punto, o no es real (imaginario)).

EJEMPLO 4.26. Reducir a su forma ordinaria 224 4y?+2x—12y+6 = 0.
Solucidn. (v +1)2 = 1+4[(y— 3)° = §] +6 = 0, Inego (z+1)> +
2

Ay—3) =4
(z +1) n (y—3/2)° _
4 1 N
Centro C' = (—1,3/2),a = 2, V = (1,3/2), V' = (-3,3/2), ¢ = V/3,
F=(=1+3,3/2), F = (-1 -/3,3/2), e = . O

1.

EijEMpPLO 4.27. Los vértices de una elipse tienen por coordenadas
(=3,7) vy (=3,—1) y la longitud de cada lado recto es 2. Hallar la
ecuacion, ejes, focos y excentricidad.

Solucion. Fl eje es paralelo a Y (misma abscisa —3). Centro: C =

(233, 151) = (=3,3). 20 = d((—3,7),(=3,-1)) = 8 = a = 4. 2 =
2 =0 =4,b=2 cjemenor =4. 2 =16—-4 =12 = ¢ = 2V/3.
c_2/3_ V3

Excentricidad: e = — =
a 4 2

WS LWy | b (c3.3+2v8), F = (-3.3-245)

O

§4.5 La hipérbola

DEFINICION 4.28. Hipérbola. La hipérbola es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto
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V=(-37)

Eje|/ mayor
long.|= 2a

O = (0.0)

Figura 4.22: Elipse con vértices (—=3,7) y (-3, —1).

de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados

focos, es siempre igual a una cantidad constante positiva y menor que
la distancia entre los focos.

Py

V v’ f’ { : eje focal

Figura 4.23: La hipérbola: focos F, F' y vértices V, V' sobre el eje focal
L.

RECUERDE: Considere el punto P = (x1,y1) y larecta Ax+By+C =
|Ax1 + By1 + C|
VAT B2 |

0. La distancia del punto P a la recta es |d =

V, V! =vértices. F,F’ =Focos. VV’ =eje transverso. (' =eje nor-
mal. AA’ =eje conjugado. LL' =lado recto. DD’ =diametro (va-
riable).
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cuerda focal

A lado recto

v e v’ |

{: eje focal

n

L

Figura 4.24: Partes de la hipérbola.

[FP| - [F'P| = 2a;
& |FP|— |F'P| =2a <+ rama izquierda;
|FP| — |F'P| = —2a < rama derecha.
|FP|=\/(z—c)?+y*% [F'P|=/(z+c)?+y%
Procediendo como en la elipse (sumando, elevando al cuadrado dos
veces) y usando b2 = ¢ — a? (¢ > a):

22 T Yy

Vel —a?yP? =’ = |5 - L =1

TEOREMA 4.29. La hipérbola de centro en el origen con eje focal X y

2 2
focos F = (%c,0): % — ‘Z—Q = 1| Con eje focal Y y focos F = (0, £c):
a
2 2
Y =1
a b2
a = semieje transverso, b = semieje conjugado, ¢ = dist. centro-foco,
¢ = a? +b?|. Longitud del lado recto = —; excentricidad e = € _
a a

JETE

a

> 1.
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Figura 4.25: Deduccién de la ecuacion de la hipérbola: ' = (c,0), F' =
(—¢,0) y el lado recto LL'.

b a:
14 { V' { £
A

Figura 4.26: Hipérbolas con eje focal sobre OX y sobre OY.

§4.5.1 Asintotas

oy : b b a®
De — — 5 = 1se obtiene y = £—Va? —a? = £-ay/1 - —5 —
a b a a x

+—2x cuando z — $o00.

a
Calculamos la distancia de la recta bx —ya =0 a P, = (x1,11) € H:

g bwi—ay| fbrifay| _ [baf - a?yi]
VB2 + a2  |bx1 + ayi] \/b2+a2|b:v1+ay1\.
a’b?
Como Py € H: b?23 — a®y} = a®b?, luego d = —0

V% + a? bz + ay |
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cuando x1,y; — Q.
Las asintotas de H son |bx — ay = O‘ y ‘ br +ay =0 ‘

asintota

P oy
=
-
!

Figura 4.27: Asintotas de la hipérbola: tridngulo de catetos a y b.

TEOREMA 4.30. Hipérbola con centro C' = (h,k):

22 2
(a) — — =5 = 1: asintotas bx + ay = 0.
2 2

_h2 —k2
(a’) (@ 2 b 72 ) = 1: asintotas b(x — h) £ a(y — k) = 0.

2 22
(b) 2 1: asintotas by + ax = 0.

(y—k? (@—h)?

(b’) = 1: asintotas b(y — k) £ a(z — h) = 0.

a? b2
VaZ 12
Fzrcentricidad e = var+ o > 1.
a

EJEMPLO 4.31. Los vértices son V' = (0,3), V' = (0,-3) y los focos
F =(0,5), F/ = (0,—5). Hallar la ecuacion, ejes, e y lados rectos.
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20 =6=a=3; 2c=10=c=5; b =25-9=16,b= 4. Eje
transverso 2a = 6; eje conjugado 2b = 8.

)

2-1 2
, ezg, ladorecto:J:%. O

8

=1

v
9

1

[«

A=(-4,0) A= (4,0

V = (0,-3)

F' = (0,-5)

Figura 4.28: Hipérbola & — £ = 1.

EJEMPLO 4.32. Discutir 922 — 4y? — 54z + 8y + 113 = 0.
Completando cuadrados: 9(z%—62+9)—4(y?—2y+1) = —113+81—4,
es decir,
(y—1? (z-3)

SN2 A1V — _ _
9(x—3)"—4(y—1) 36 = 9 1 1.

El eje focal es paralelo al eje Y.

C=031),a=3b=2c=+13,e= \/f Vértices: V = (3,4),
V' = (3,-2). Focos: F = (3,1++/13), F' = (3,1—+/13). Eje transversal
2a = 6; eje conjugado 2b = 4; lado recto 3

20y—1)+3(z—3)=0=[3r+2y—11=0]y[3z -2y —7=0] O
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Figura 4.29: Hipérbola % — % = 1 con sus asintotas 3z + 2y —

11=0y3z—2y—7=0.



CAPITULO 5
TRIGONOMETRIA

§5.1 Razones trigonométricas

Consideremos un dngulo agudo 0 y varios tridngulos rectangulos se-
mejantes:

By _
Bs
Bo
By
o o o o
@) Ay A, As Ay

Figura 5.1: Tridngulos rectangulos semejantes: las razones no dependen
del tridngulo elegido.

DEFINICION 5.1.

cateto opuesto a 6

= Seno del angulo 0 = = sen §.

hipotenusa

cateto adyacente a 6
= cos 6.

= Coseno del dngulo 0 = .
hipotenusa

cateto opuesto sen 6
= Tangente del angulo 0 = P = = tan#.
cateto adyacente  cos@

= Cotangente del angulo 6 = valor reciproco a la tangente = cot 6 =
cos

senf’

o8
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1

= Secante del angulo 6 = reciproco del coseno = secf = 7
cos
1

= Cosecante del d&ngulo 6 = reciproco del seno = cscf = X
sen

EJEMPLO. sen 13° = 0,2249510543439 . .. (El computador no puede
més.) cos 13° = 0,9743700647852 ... (El computador no puede maés.)
Un angulo € > 0 se mide desde el eje X en sentido antihorario; —6

denota el dngulo medido en sentido horario (4ngulo negativo).
En §! = {(z.y) € B?: a? + 2 = 1}.

DEFINICION 5.2. Un radidn es el arco de circunferencia cuya longitud
es igual a su radio. “A 360° le corresponden 27 - 1 radianes.” Luego
27(rad) = 360° = rad = % ~ 57,3°. En general,

360°  grados
27 radianes

2
= radianes = % - grados = 175@ - grados.

DEFINICION 5.3. Funciones trigonométricas.
1. Funcion seno: sen : R — R, z — sen(z) = y,.

2. Funcién coseno: cos : R — R, x — cos(z) = xp.

sen(z) _ y
cos(x) T’

3. Funcion tangente: tan : Dom(tan) — R, x — tan(x) =
con cos(z) # 0.

EJEMPLO.
@ T 1807 _ 45°, luego qen<z) L @ COS(W) = @
47 T4 TRy ) T s T g 1) = 20
T
tan(7) = 1.
an( - .
3
@ g =60°y % = 30°, luego sen 60° = sen(%) =5 sen(30°) =
1
5
@ En el circulo: cosO =1, cos2mr =1, cosm = —1, senw = 0,
etc.
’sen(w) = —sen(—m)‘ Funcion impar: F(z) = —F(—z) y sen(x +

27) = sen(x).
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’cos(:v) = cos(—x) ‘ Funcion par: F(z) = F(—x) y cos(x) = cos(z +

27).
tan(x) sen(z) ’tan(m—i— ) = tan(x)
= N m) = .
cos(x)’ '
(@) =0 o=tr, 457
cos(z) = r=dg, Eo

Figura 5.2: La circunferencia unitaria S' (circulo goniométrico).

§5.2 Identidad fundamental y féormulas de adiciéon

IDENTIDAD FUNDAMENTAL.

sen?(0) + cos?(0) = 1.

Demostracion. Por el Teorema de Pitagoras: cat? + cat? = hip?. De la

circunferencia unitaria: 22 + y?> =1 =

sen?(0) + cos?(0) = 1|

INTERPRETACION GEOMETRICA. En la circunferencia unitaria, sean
A = (1,0) y P = (0,1). El rayo que forma el angulo 6 con el eje X
corta a la recta tangente en A (vertical) en un punto T, y a la recta
tangente en P (horizontal) en un punto @. Entonces las funciones
trigonométricas se leen como longitudes de segmentos:

tanf = AT, cotf = PQ,

EJEMPLOS.

sech = OT,

csch = 0Q.
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@ Demuestre que tan?(t) + 1 = sec?(t).

2
sent
Demostracion. Como sen’t + cos?t = 1, dividiendo por cos? t: 7,
oS
1
1= 5 = tan®t+ 1 = sec’t. |
cos“t

@ Demuestre que 1 + cot?t = csc? t.

Demostracién. Dada la igualdad fundamental, dividimos por sen’t. W

TEOREMA 5.4. Para todo «, 3 € R: cos(a — ) = cosa - cos B + sena -
sen f3.

Demostracion. Consideremos la siguiente figura en la circunferencia uni-
taria:

@ = (cosy,seny)
3 \ ' St

s AN P = (cos x,senx)

Figura 5.3: Los triangulos rectangulos APAQ y APBQ); B es el pie de
la perpendicular desde @ a la recta OP.

= APAQ es rectangulo. APBQ es rectangulo.

» PA = |cos(x) — cos(y)|; AQ = |sen(y) — sen(x)|; d = hipote-
nusa.

Por Pitagoras:

d? = (sen(y) — sen(z))? + (cos(z) — cos(y))% (5.1)
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Por otro lado, cos(y — z) = OB, luego PB = |1 — cos(y — x)| y BQ =
jsen(y — )|

d* = (1 —cos(y — x))? +sen’(y — x). (5.2)
Igualando (5.1) y (5.2):

2

sen2y — 2senysenx + sen’z + cos® 2 — 2 cos x cos Y+ cos? Y

=1—2cos(y — z) + cos*(y — z) + sen*(y — )

=1
= 2 — 2(seny senz + cosxcosy) = 2 — 2cos(y — x)

= ’ cos(y — x) = cosy cos T + senysenx ‘ O

PROPOSICION 5.5. ’ sen(a+ ) = senacos f £ sen B cos a ‘

Demostracion. +:

ent ) x5 9) x5 ) )

= cos(% — a) cos[i’—i—sen(g — a) sen (3

= sen v cos B + cos « - sen 3. O

Usamos: cos(

bién sen(g -

— 6) = cos § cos 3 + sen§ sen 3 = sen 3, de donde tam-

™ ™

™
2
a) = cos(§ -3 +a) = cos Q.

PROPOSICION 5.6. ’005(04 + ) =cosa-cosf — sena - sen 3 ‘

Demostracion.

cos(a+ ) = cos(a — (—f)) = cos acos(—f) + sen asen(—f3)

= cos « cos 3 — sen asen 3.

PROPOSICION 5.7. ’ sen(a — ) = sena- cos f — cos o - sen 3 ‘

Demostracion. sen(a — ) = sen(a + (—f)) = sen avcos 3 — cos asen f3.
|

PROPOSICION 5.8. ’5%(204) = 2sen«a cos « ‘
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Demostracion. sen(2c) = sen(a + o) = senacosa + senocoso =
2sen « cos a. |
« sen o
EJjeRCICIO. Demostrar que |[tan — = ——— |.
2  1+cosa
. a a a) o
Solucion. sen<§> = sen(a — 5) = Senacos o — cososen, luego
o o « sen o
sen—(1 + cos ) = senacos —, de donde |tan - = ——— | O
2 2 2 1l+4cosa

§5.3 Ley de senos y ley de cosenos

Consideremos un triangulo cualquiera de vértices A, B, C', con lados
a, b, ¢ opuestos a los angulos «, [, 7, respectivamente.

Figura 5.4: Un tridngulo cualquiera.

TEOREMA 5.9.

a® =b? + ¢ — 2bccos «,
(7) b2 =a? + % —2accos B, & ena sen s — Xy
c® = a® 4+ b> — 2abcos~y b <
(i)

’Ley de los cosenos‘ & ’ Teorema del seno‘

Demostracion. (i) = (ii). Sea a®> = b? + ¢ — 2bccosa = cosa =
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Pre—a | o
2bc ’
5 5 b2+ 2 — a2\’
sen“a=1—-cos"a=1— | ——7——
< 2be >
AV — (VP + P —a?)? (20c)? — (b7 + 2 — a?)?
N 4b%c? N 4b%c?
[2bc — (b2 + ¢? — a?)] [2bc + (b* + ¢ — a?)]
- 4b2¢?
—[(6* = 2bc + ¢*) — a?] [(b* + 2bc + ¢*) — a?]
- 4b?c?
—[(b—c)* = a?][(b+ ¢)* — a?]
- 4b2c?
_ —(b—-c+a)b—c—a)b+c—a)(b+c+a)
N 4b2c?

b—c+a)la+c—Db)b+c—a)lb+c+a
_bmerarembibremalrern) g

Analogamente,

a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)

4a2c? %

sen’f = (

De (D y @): b?sen’a = a?sen? (sen a,sen 3 > 0 pues es triangulo),
luego

sena  senf3

a b

EJEMPLO 5.10. Suponga que a Andrés y Claudia los separa un rio y
Andrés cruzara el rio a través de una cuerda, para llegar a Claudia. Para
esto debe saber cuinto mide la cuerda. Suponiendo que Andrés tiene un
grafémetro, ayude a Andrés.

Solucion. A = Andrés, C' = Claudia; elijamos otro punto B del lado
de Andrés.

Con el grafémetro conocemos oy 3. Por el Teorema de los senos:

AC _ AB imzﬁ‘senﬁ’
sen 3  senvwy sen 7y
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C = Claudia

A = Andrés

B

Figura 5.5: Andrés y Claudia separados por el rio; B es un punto del

lado de Andrés.

donde AB, 'y /3 son conocidos. Por otro lado, y +a+ 3 =7 = v =
m— (o + f3), luego

seny = sen[m — (a4 )] = genm: cos(a+ B) — w-sen(a +5)

= sen(a + ).

=0 =1

Por lo tanto | AC

AB -sen 3

sen(a + ) |

§5.4 Ejercicios

Demuestre las siguientes identidades:

1. cos(2a) = 1 — 2sen’a.

2. tan(2a) =

2tan o

1—tan?a’

3. sen(§) = £4/1=52 Esta identidad sirve para calcular sen(15°),

usando o = 30° y cos(30°) = V3,

2

. T—cos30° [1-% V2—3
sen(15°%) = — = 5 = 5
4. cos(§) = +4/ 1+°2°s°‘.

5. tan(

Nl

_ l—cosa
) - :I:\/ 1+cosa”
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